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EXERCICE 1

1. (a) D'aprés le cours, lorsque = tend vers 0 :
a

- 1

(b) In(l+z)=zr—- 5+ o(_;rz} et i 1-z+27 4 0[1‘?]
1 o
Untl —Wa = ——g - In(n + 1) + In(n)

(=2+o(3) -G -zm (@)

1 1
— o —~
2n* M (?) n—+toc  2n

n
! b —11- —In(1 +i':-
n 1+ ' n
1

n

(c) La série de terme général — o3 est & termes négatifs et convergente (série de Riemann). Par équiva-
nd

lence de séries A termes généraux de signe constant, il vient que la série 3~ (wp, 41 —w, ) est convergente.

n—1
Il existe donc un réel £ tel que Z[w’ﬂ-l —wg) —+ £, autrement dit (somme télescopique),
- k=1_ n—+foo
wy, —wy —+ £, autrement dit la suite (w,) converge.

n—++oo
2. La fonction ¢ est continue et dérivable sur |0, +oo| (par quotient de fonctions continues et dérivables sur
cet intervalle, la fonction ¢ — ¢ ne s'annulant pas sur I'intervalle en question).

. . . . Pra 1 —Int L .. .
Sa dérivée est donnée par : Wt €]0, +oof, ¢'(f) = —a On en déduit les variations de ¢ (les limites
étant —oo en 07 par quotient, et 0 en +oc par croissances comparées) :
t 0 [= +oxa
'(t) + 0 -
1
l,‘_.‘l:.fvjl / € \"‘-.___"R
.
—00 0

3. (a) Pourtoutn =2, ona:

. In(2rn+2) In(2n+ 1)
In4+2 0% = Up42+Udnl = M+ 2 2n+ 1

% 0 car @ est décroissante sur [2n + 1;2n + 2|

Donc la suite (Sa, )22 est décroissante.
De la méme maniére :

In(2rn +3) In(2n+ 2) s
Ly L~ ) ear o est décroissante sur 12n + 2 9,
mi3 oz % 0 car ¢ est décroissante sur |2n + 2;2n + 3|

Sop43— 52041 = Udpia+Usnss = —

Et donc la suite (Sa,+1)az2 est croissante.
IMautre part :
In(2n + 1)

0

San — Sant1 = —Uni1 = —; ;
n+1 natoo

Donc les deux suites (S )nza et (F3n+1)nze sont adjacentes.
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(b) Les suites (Say, Jnz2 €t (Sap41 )nzse étant adjacentes, elles convergent vers une méme limite réelle L.
Pour tout £ > 0 fixé, il existe donc Ny = 0 tel que ¥n = Ny, |Sa, — L| € ¢ et il existe Ny = 0 tel que
Y¥n = Nap, |Son41 — L] € €, done ¥n 2 max(2N;,2Na + 1), |Sp,—L| £ €.
Cela traduit donc que la suite (S,;) converge vers le réel L également. En d’autres termes, la série de
terme général w, est convergente.
Observant que :
) In(n) 1
WYnzd, |u|l=—2—
n n
il vient, par comparaison & la série harmonique, que 3 |u,| est divergente et donc que la série de
terme général w, n'est pas absolument convergente.
4. (a) D'aprés les variations de y, pour tout n = 3 y est décroissante sur [n;n + 1] (car e < 3). Donc :
In{n+1)
e
Et par positivité de l'intégrale (n < n + 1), on en déduit que :

. - 1o fa
Wn 3, Inl.r::ll) ;/ Inf[i_,l i
5i 5

Vn = 3,V € [mn+1],

< plt)

In(t)

(b) est de la forme u'(f)u(t) avec u(t) = Int, ce qui permet d'intégrer directement :

'L
In(t) 1 g =+ 1.4 TR VI
[ n dt = [3 In t]n = :—2-|In (n+ 1) — In“(n)]

Mais alors il vient que pour tout n = 3 :
In(n+1) [In(n+1)]* _ [In(n)?
n+l 2 T2
In(n+1) n+ In(t)
- n+1 [,, t
< 0 (d'aprés la question précédente)

Un41 — Up

di

Done la suite (v, )nze est décroissante.

Selon le méme principe que dans la question précédente, la décroissance de ¢ sur U'intervalle [n;n+ 1]

pour n 2= 3 montre que :

In(r)
n

Wn =3,

n+1 .
= f ln—:t']dt — ;[lngw::n +1) — In*(n)]

Donc pour tout k 2= 3, 1l vient que :
In(k) 1

E E[1.1‘3[:.«. +1)— (k)] = 0
En sommant cette inégalité pour k allant de 3 4 n il vient que :
. In{k) 1 .1 —
> = ) _ Sind(n+1) + 7 1%(3) 2 0
k=3

Et donc :

| —

v = ]n'z[n.—1)—%lngf_n}—%1n9[3f1+131n[2}

[t

3

1 g . 1
= —iln (3} + 5 In(2)

La suite (v, )nza est donc minorée, et décroissante, done convergente.
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5. Soit n = 1. Introduisons les deux quantités suivantes :

- In(2p) - In(2p + 1)
= Y et b= il

1£9pgdn 1£2p+152n
. [, § o In(k) .
On a alors Sa, = a, — f,. Et d’autre part : o, + 8, = - ~. On obtient alors :
=1
Sn = 0p—fGa
a
— In(k)
= O — (Z & - Otn_)
k=1
2 In(k)
= Zan — —
k=1 k
o, In(2p) = In(k)
= 2 5
1=£2p=In =p k=1 k
n II} A T
_ 9 ]n.;._kj B In(k
k=1 2k k=1 k
A T'aide de cette derniére formule, on calcule :
0,
®In(2) + In(k) = In(k)
S = Z k —Z I
k=1 k=1
Sl Mn(k) o In(k)
_ 9 i \w) LK)
= Y g+ -3
=1 E=1 k=1
oy X 1 [In(n)]* [In(2n)]*
= In(2) E T (tn — 5 ) — (vgn + T)
E=1
n ‘. ."-2 My (9 PERY T
= In(2) l + Uy — U9y + in(n)] — n(2) -+ ln(m)
Y k 2 2
k=1
I | In(n)2  In?(2) + In®(n) + 2In(2) In(n)
k=1
1 In?(2) o
= In(2) ZF + Yy — Uiy — 2 - — In(2) In({n)
k=1

6. La formule obtenue i la gquestion précédente donne :

9o
y i In*(2)
Vn z 1, S, = IIII_E:I'EL‘H +Up — V9, — 9
La suite (v,) étant convergente, par unicité de la limite, on a Hm w9, = lm wv,. Par passage a la
n—+-+00 n—++00
2
o - S gy I7(2) o en
limite lorsque n tend vers +oo, il vient alors que : lim S, = vIn(2) — —5—. De plus, la suite (S5,)
n—1+0o0 ) .

étant convergente, par unicité de la limite, ona lim S, = lim Sa,, donc:
n—++oo n—++oo
+oo ; v P
wnin(T) ay I (2)
[_1:|“'_’|:wln|2:._ i
E X - ¥ <) 5

n=1
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EXERCICE 2

1. (a) Pour tous polynomes P.Q e R [X] et Ac R,
GAP+Q) = AX (AP+Q) (X)—(AP+Q)"(X) = AMX P'(X)+4X Q' (X )= AP"(X)-Q"(X) = Ap(P)+¢(Q)

L'application ¢ est done linéaire.

De plus, si P est un élément de B, [X], alors P est de degré inférieur ou égal 4 n.

Alors deg(P') < n — 1 et done deg{X P'(X)) < n, et on a deg(P") < n — 2. Ainsi ¢(P) est une
combinaison linéaire de deux polynomes de degrés inférieurs ou égaux 4 n, done il est lni-méme
élément de B, [X].

Done ¢ est bien un endomorphisme de B, [X].

(b) On a (1) =0, w(X) = 4X, et pour tout k £ [2,n], o(X*) = 4kX* — k(k — 1)X*2. On en déduit
I'écriture de la matrice associée & ¢ dans la base canonique:
[0 0 -2 0 0
4 0
8 —k(k—1)
0 0
Ak o —nn-1)
(D) 0
\ n )
(c) Le polynome 3X — 4X7 nlest pas le polyndome nul et on a :
P(3X —4XY) = 4X(3-12X7) — (—24X) = 36X — 48X = 12(3X — 4X7)
Done 3X — 4X? est vecteur propre de i, associé a la valeur propre 12,
(d) La matrice de y est triangulaire supérieure. On lit donc ses valeurs propres directement sur sa dia-

gonale : on a donc Sp(y) = {0,4,8,...,4n} = {4k, k € [0,n]}. L’endomorphisme ¢ admettant ainsi
n+ 1 valeurs propres distinctes, étant un endomorphisme de B, [X| de dimension n + 1, Papplication
i est bien diagonalisable et chacun de ses espaces propres est de dimension 1.

(a) Les fonctions (x,y) — 24 y:" et (r,y) ~— ¥ — x sont polynomiales, donc admettent bien des dérivées
partielles premiéres et secondes sur Dy, La fonction (z,y) — ¥ — = étant & valeurs dans |0, oo sur
Dy et In étant de classe C* sur |0, +oc|, par composition la fonction (z,y) — In(y — =) admet bien
épalement des dérivées paretielles premiéres et secondes sur fonction Th, par somme [ en admet
aussi. On obtient que pour tout (z,y) de D :

1
PSP AE (r.u) = Dy —
Ehf[r_.yj_ar+y_1_ f(z.y) =2y =
31 f(xy) =2+ —— Baf(z.y) =2+ —— A af(z.y) =8 f(z.v)=—- ——5 ! 5
o (y—z)* e (v—=x)* T e (v—x)°
(b) Seit (r,y) un point de Ds.

& flz,y) = 0 =, 2'1'+y1TI = 0 p_— 2'1‘—-21; = 0 p— 472 = 1 T = —-},?
f(r.y) = 0 -t =0 y = -z v = -r vy = %

('autre solution du systéme, (% —%) a été écartée car elle n'est pas dans Da).

29

. . .. ) 11
Done f admet un unique point critique, le point (—— —)4
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(c) La matrice A = ( _3] _31 ) étant de taille 2 elle admet deux valeurs propres au maximum.
-1 -1 ) 1 -1 R .
Comme 4 — 415 = 1 - et A —2r = 11 ne sont pas inversibles (car de rang 1),

on en déduit que 2 et 4 sont des valeurs propres de A et ce sont les seules possibles : Sp(A) = {2,4}.

1 1° —
La matrice hessienne de f au point critique (—;._—) est done : V‘[f}[—. 5 = (_31 31) = A.

On vient de voir que cette matrice admet deux valeurs propres strictement positives, donc la fonetion

f admet un minimum local en (——-;- %)

3. (a) Lorsqu'on dérive par rapport i la k-iéme variable, on peut oublier tous les termes dans les sommes
qui ne dépendent pas de zp.
Done pour tout k € [1,n], on a 8 f(z1,73,....T0) = Sgr(z1, 29, ..., T,) avec :

gk(T1,T9, ... . Fn ]:ri— Z In(zg — z;:) — Z In(z; — =)
k

1<ia k<j<n

Jk—.ll_ Z (_ -—J‘k :21}_ Z ;‘rk—.’t‘,-.

k<)h-n i
i

On obtient donc : @ f(z1,T2,...,Tn) = 28— Z
1€i<k

(b) Par définition d'un point critique :

u est un point critique <= Yk € [1,n], & f(z1, 20,..., In) =0 = Yk e[l,n], 2z — Z
i=1
i#k

T — T -

Pour tout k € [1,n] on a S(X) = (X — z)Qr(X).
En dérivant cette relation on obtient : S/(X) = (X — x)QL(X) + Qr(X).
Et en évaluant cette relation en Ty, il vient que : 5'(z¢) = Qr(zi).
En dérivant encore une fois, on obtient : §"(X) = (X — z)Q(X) + 2Q,(X).
En évaluant cette derniére relation en zy, il vient que : §%(zy) = 2(2}:(1';:).
n
A partir de la définition de Q¢(X ), on sait que : Q¢(x) = H (r — x;). On obtient ainsi la dérivée
i=1
ik

(c)

(d

de Qp :

Qilr) = Z H (x—z;) = Z Qk_lll_'—Q:c(Ij: Z —

i=1 i=1 i=1 =
ik j#Fki i#k fk

{e) On calcule a I'aide des questions précédentes pour tout k € [1,n] :

S ) — A S () = 20'( A (10} = =20 (7 220 —
(Th) — 4z, S () () — ArpQp (1) Qkf.rk.l( Ty Z k—l'.)

a-u

i#
Puisque 7y < x9 < -+ < T, on a que Qg(xx) # 0. La condition pour que u soit un point critique
devient donc :
- 1

1,n], 2z — =0
[Ln] 2z — ) pr—

i=1

itk
= Yk e [1,n], 8"(z) — 42,8 (z) =

=
M

u est un point critique &
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(f)
u est un point critique <= Yk £ [1,n], z; est racine de §"{X) — 4X S§'(X)

< 3Q e R[X]|S"(X) - 4XS'(X) = Q(X) [J(X — =x)
k=1
= 3Q € R[X]|5"(X) — 4XS'(X) = S(X)Q(X)
s IAeR|S"(X)—4XS(X) = AS(X)
(car S5(X) et S"(X) —4X 8'(X) sont de méme dezré!)

Le polynome S(X) est de degré n et son coefficient dominant vaut 1.

Done §"(X) — 4X5'(X) est aussi de degré n, et son coefficient dominant est —4n.

Done pour que S"(X) — 4XS5'(X) et AS(X) soient égaux, il faut en particulier qu'ils aient méme
coefficient dominant, et donc que A = —4n.

Donc JA € BR[| S"(X) — 4X S (X) = AS(X) = §"(X) —4X5'(X) = —4nS(X).

Et la réciproque est évidente.

Done au final :

u est un point critique <= §"(X) — 4X5'(X) + 4nS(X) =0

4. (a) Siwu est un point critique, alors le polynome S{X') est vecteur propre de ¢ associé a la valeur propre
4n. De plus, le coefficient dominant de S{X') vaut 1.
Or on sait que les espaces propres de i sont tous de dimension 1, et donc en particulier I'espace propre
associé a 4n est de dimension 1. Tous les polynomes de cet espace propre sont donce colinéaires, et
donc il ¥ en a un seul qui est de coefficient dominant 1.
Done le polynome S(X) (s'] existe ...) est unique, et done f admet au plus un point critique.
(b) On a vu que le polynéme 3X — 4X? est vecteur propre de ¢, associé 4 la valeur propre 12,
Donc le polynéme X2 — %—X est lui aussi vecteur propre de ¢, associé a la valeur propre 12 = 4n.
a . 3 3
Or X° — X = XX - %m + %]_
D'aprés la question 3, il vient que f admet un unique point critique sur Dy, le point (—4.0. g)
PROBLEME
Partie A
1 ru«i—] 1 i
1. (a) Pour tDutaEP:i,onn:Ia_():/ dr = [ ] = .
' ’ 0 a+1lo a+1
(b) Pour tout (a,b) € M x N* :
J.€L+1 . 1 1 1.a+1 ) 1 b 1 b
L= '1—1-',»] — | =—(-b)(1 -zt ldr=0+ [r“-l'l—r*'-ld:: | T
b — ¥l ,/,:,a—l[ M ) a+ils ( ) o LSS
(c) Pour tout (a.b) £ F?, on en déduit que :
b b—1 b b—1 b-2 1
T = I g=———x—J tap 9="---= 5 5 Woeee ¥ f M
ab a—-]“+1‘51 a+l a+?2 a+2,b-2 a+1 a+2 a+3 a+bab‘ﬂ
B! al x bl 1 a! x bl

a+b0 =

- I * =
(a+1)(a+2)---(a+b) (a+b) a+b+1 (a+b+1)!
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(d) Pour tout (a.b) £ N2

e la fonction f, , est continue sur R, sauf peut-8treen et en 1 (sia =0ou b=0),
o la fonction f,p est positive sur R,
& FEnfin,

L b+ 1)! +b+ 1)
/ fap(z)dr = [ H+ + “lﬁl—J')ﬁdJ‘me—’l'f-;Ia,s:l.

Done f, 5 est bien une densité de probahilité.

(2]
—
B

] La variable X étant bornée, X admet nécessairement un moment de tout ordre. En particulier X
admet une espérance et on a :

+oo 1
E(X) = [ e )il = % aH (] _ g)bde
J—oo Jo X
_ fa+b+1) _(a+b+1)! (a+1)!xdl  a+l
T T alxn T T “Ta+b+2)! at+b+2

(b) Comme vu a la question précédente, X admet un moment d'ordre 2 (car X bornée), done X admet
une variance. De plus,

+oo 1 ¢ \
e : " (@a+b+1)! _.a, .
E(X?) = f_ﬁ :rEIM[r.:VdJ‘: [0 S Ve TR (1 — r)bde

ja+b+1) _la+b+1)  (a+2)!x bl (e+1)a+2)
alxp T Tanm T (a+ b+ 3)! (_a+b+ 2)a+b+3)

[D'oi on tire que :

V(X) = E(X?)-EX)?

B (a+1)(a+2) r a+1 )2
T {a+b+2)(a+b+3) (a—b+‘3
a+1 ) . .
- : (a+2)(a+b+2)—(a+1)(a+b 3]
[a—b—-z;.3|;a.~b—3]["“ fa+b+2)—(at1)at+b+3)
(a+1){b+1)

(a+b+22(a+b+3)

(c) Notons Fx la fonction de répartition de X.
Puisque la densité de X est nulle en dehors de l'intervalle [0; 1], on a immédiatement que :

e ¥z <0, Fx(z)=0.
e V=1 Fx(zx)=1.

La fonction F est continue et dérivable sur 'intervalle [0; 1] (sur cet intervalle, ¢'est un polynome).
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Calculons sa dérivée :

athtl o k-1 satbil—k _ Sk etk
) ) ) kxr*(1—1zx) —(a+b+1—-K)x(1 —x)
ol ¢ ol T— | \! A ! \ S \ 7
Fe) (a8 1-"k;1 Kla+b+1—FK)!

o . a+b+1 k_]‘k_ll:l _J.::In—bol—k atb+1 fa+b+1— L‘IJ‘k[l _r]a+b—k
Coe [ 2, K{a+b+1—k)! Kla+b+1—Fk) ]

k=atl k=a+1
_ (atbt 1:;-![61.2&":1 . Jmk—l.( 1{ — 1'::.ﬂ-b+L—k. - aib (@a+b *,1 — k)zk(1 - _.].::'a+b—k:|
et (k=1 a+b+1—-k) Eti Ela+b+1—k)!
= (a+b+ 1':-![a°bm'—l'?w R J"‘l——”“’_"]
\ "L El{a+b—Ek)! Kt Kl(a+b— k)l
= (a+b+ 1'[1211—_;5] = fus(z)

De plus on a F(0) =0, donec ¥z € [0,1], F(z) = F(z)— F{0) = [ F(t)dt = f fap(t)dt = Fx(z).
Jo 0

On a donc que pour tout réel x, Fy(x) = F(z). En d’autres termes, F est bien la fonction de
répartition de X.

Partie B

3. Chacun des n tirages effectués est susceptible de donner une boule rouge ou blanche. Done X, (1) = [0; n].

4. (a) , x=x + 1
function res = tirage(x,y) else
r = rand() y =y +1
if r<x/(x+y) then end
res = 0 end
else In = x - a
res = 1 endfunction
end
endfunction (e)1 .

function loi=simulation(a,b,n,m)

(b) lei = zeros(l,n+1)
T 1
function Xn = experience(a,b,n) for k = 1:= .
x = a ¥n = experience(a,b,n)
y = b loi(Xn+1) = loi(Xn+1) + 1/

for k=1:n end ;
r = tirage(x,y) endfunction

1if r==0 then

{a) Les résultats obtenus laissent penser que X, suit la loi uniforme sur [0, n].

o

(b) Puisgue I'urne contient initialement une boule rouge et une boule blanche, la probabilité d’obtenir
une houle rouge au premier tirage est 1/2. Onadone P(X1=1)=1/2et P(X; =0)=1/2.
X suit dont la loi de Bernoulli de paramétre 1/2 (qui est aussi incidemment la loi uniforme sur
[0, 1]).

(c) Si[X, = k] est réalisé, alors I'urne contient avant le n+ 1-iéme tirage k+ 1 boules ronges et n — k+ 1
boules blanches. Alors X4 vaudra k ou k£ + 1 selon que 'on pioche au (n+1)-iéme tirage une boule
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blanche ou une boule rouge. Donc :

n—k+1
- il 'n— =k = —_——
Px =K (Xn41 = k) 213
e o k+1
Bx.=q(Xnp1=k+1) = —

ﬁ"l—,,:k][-"n+1 = £) Opour £ ¢ {k,k+1}

(d) Montrons donc par récurrence sur n que pour tout n € M*® la variable aléatoire X, suit la loi uniforme
sur [0, n].
La question (b) montre que la propriété est vraie pour n = 1.
Supposons que pour un certain ne M* on a X, qui suit la loi uniforme sur [0, n].
Pour tout k € [1,n] :

P(Xn1=k) = Z Pix,—i(Xn+1 = k) x P(X, = i) (formule des probabilités totales)
i=0
= Pxa=k-1)(Xatt = k) x P(Xn =k = 1) + Py —gy(Xat1 = k) x P(Xn = k)
B k1 m—k+1 1 1
T n+2 n+l n+2 n+l n+2

Il reste a calculer P(Xn+1 =0) et P(Xn+1 =n+1):

P(Xn41=0) = Y Px,—(Xnt1=0) x P(X, =1)
i=0
= Bx, =0)(Xn+1 =0) x P(X, =0)
_om+l 11
T on+2 n+l n+?2
PXpp1=n+1) = Y Ax —q(Xay1 =n+1) x P(X,=1i)
i=0

— ﬁ}'in=n](-‘rn+l =n+1)x P(X,=mn)
n+1 1 1

o4 =
n+2 n+1 n+2

Daprés le principe de récurrence, il vient que pour tout n € M*, on a X, qui suit la loi uniforme sur
[0, n].
6. (a)

P(RiNRaN---NAg N A1 N RggaN---N R_nj
= P(R) x Pg,(Ra) % --- x Prynan-nRe_1 (k) % PRinRan--nie (Rigt)
* PR:|'|R21'|--—|"|Rk|'|ﬁ:[ Hiyia) % --- X Pﬁlrszr'l»--r'lRkl"m:'[R":'

a  a+l a+k—1 . b b+1 Vb-l—n—.i.‘—]
a+b a+b+1 a+b+k—1 a+b+k a+b+k+1  a+b+n—1
(a+k—-1lb+n—k—1){a+b—1)!

(a—-1)b—-1){a+b+n—1)!

(b) Nya (k) successions de tirages différentes qui réalisent Pévénement [X,, = k| (selon le choix des

k tirages qui vont produire une boule rouge parmi les n). Chacune de ces successions de tirages
ressemble 4 celle dont on a calculé la probabilité a la question précédente, 4 l'ordre prés.
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La probabhilité de chacune de ces successions de tirages va étre la méme que celle qui a été calculée
4 la question précédente : le dénominateur sera exactement le méme, et le numérateur comportera
exactement les mémes facteurs, mais dans un ordre différent.

+k— 1) (b+n—k—1)a+b—1)!
Done P(X,, = k) = (n) (a IWb+n—k—1)(a+ 1)

" k (a—1)(b—1){a+b+n—1)!
(€] o ’
o fa 4 F — 13 1N 1
P(X, = k) = n) (a .L 1:..|:b+nl E—1)Ya +b. 1)
i k, (e —-1)(d—-1){a+b+n—1)!
nlla+k—-1)I(b+n—-—k— 1) (a+b—1)!
Eln—k)a-1)(b—-1){a+b+n—1)!
nl{a +b6—1)! (e+k—-1)! (b+n—FKk-—-1)!
= ; *
(e+b+n—1)! " kl(a — 1)! (m— E)(B—1)!
ra+k—1y fb+n—k—1
(e )5 )
‘a+-b4n—1
[_ a+b—1 :I
(d)
E(a+X,) = Y (a+k)P(X,=k)
=0
noy v fa+k—1y fhtn—k—
N (a+k)("257) )
- Z ('a—b—n—l'
k=0 . ath—1 |
n ratky (bdn—k—1
Z“[ )
a+bn—1
k=0 ( a+h—1 )
a = fa+k\ fb+n—k—1
a+b+n—11 Z ( ) ( — )
(agi1 )i\ @ .
a (a—b—n)
atbtn—1
(*tam)\ a+b
(du fait de Z P(X, =k) =1 avec a + 1 boules rouges et b blanches)
_ ala+b+n)
- a+h
Et alors il vient que : E(X,)=Fla+ X,)—a= ajatbin) —a= an .
' a+b a+b
Partie C

7. (a) Puisque X, prend ses valeurs dans [0,n], ¥, € [0, 1].
Donc siz < 0, F(z) =0.
(b) Pour la méme raison, si x = 1 alors F,(z) = 1.
8. (a) Fa(z)= P(Y, £ z) = P(X, < nz) = P(X, £ |nz]) (car X, ne prend que des valeurs entiéres).

(b)
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L]

Foz) = P(Xp<|nz])=) PX.=k)
k=0
[m=] (cx+k—1:|(b+n—k—1]

o a—1 bh—1
- Z {n+5+n—1)

k=0 . at+b—1

R %(aﬁ-k—l) b+n—k—1

- e (o) (7))

_ 1 . "fl ([n.rj. -|—a') (b—i—n —-1- [n_-r_')
(aim) S\ N arbol

(Grice & la formule admise, appliqguée & p = a + |nx| qui est bien dans
[a,a+b+n— 1] puisque [nr| <netbz1)

(] On obtient que :

(-m. m!
i Fim — )

m(m—1)---(m—3j+1)

!

md
=]

m—+4-oo T

(car chaque terme du produit au numérateur est éguivalent & m)

(d) Remarquons tout d’abord que puisque nr — 1 < |nr| € nz, on a |nz| et oo I
oo
De méme, onan{(l —z)gn— |nr| <n(l-—z)+1etdoncn— [nx|] ~ n(l-=z).
n—+oo

it donc en particulier ces deux quantités tendent vers +oo lorsque n tend vers +oo (car x €]0, 1[).

Alors on a :
|nE] +a’ [ni‘}"
i - il

b+n—1—|nz| [n{1 — x)]atb-1-i
( a+b—1—1i ) nitoc  (a+b—1—1i)
a+b+n-—1 notb—1
( a+b—1 ) n—+¥oo la+b—1)!

Et donc par produit d'équivalents pour tout i € [a;a+b— 1] :

|: n:J+a:| [,b.,:_ ]_— _ni.rj}
(o)

nipinatb—1-i(] — pjatb-l-i(g + p —1)!
n—4oc i!l:ﬂ +b—1-— i}!n“'b‘j

— (a-'-b—l)l‘ll ‘ﬂ+bl i
1

n—+oo

— (u+ t_’_ 1)r"[l — p)otb-i-i
1

n— oo
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10.

Et donc, en sommant ces limites pour i allant de a 4 a + & — 1, on obtient que :

a+b—1
b1y . A
o e 2 D (H . 1)3"{1 — g1

n—++oo £ I
1=a

(b+n— l) nb—1

I e ko - - b—1 (b—1)! (e +b—1)!

FaO)=PYo.<s0) =P X, <0 =P(X,.=0)= - ~ - - - — —

=% Vs it \ " (a+ b+n— 1) nt4oe  qpattl  nodoo (B— 1) nstoo
a+b-1 (a+b—1)!

Lorsque n —+ +oo, F,, tend vers la fonction de répartition de la loi Beta de paramétres a—1 et b— 1. Done

la suite (¥n) converge en loi vers une variable aléatoire suivant la loi Beta de paramétresa — 1 et b— 1.

E(Y, = E (\_) = _E(X,) = —2 -
mn

m a+bnitecat+b

Cette limite est justement 'espérance de la loi Beta de paramétres a — 1 et b — 1, ce qui n'est pas étonant
puisque (Y, ) tend en loi vers la oi Beta de paramétresa — 1 et b— 1.

Mais on ne pouvait pas en étre siir avant d'avoir fait le caleul, car la convergence en loil n'implique pas a
priori la convergence des espérances.
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