ECS2 DEVOIR LIBRE N°5 décembre 2016

. . . . 1
Comme vous le savez depuis ’an dernier, la série de Riemann E T

n>1
converge si, et seulement si, & > 1. Je vous propose de calculer sa somme
dans le cas particulier @« = 2. Historiquement, c’est le mathématicien

suisse Leonhard EULER (1707-1783) qui trouva le premier cette valeur. La
démonstration que je vous propose est une démonstration récente (1973)
et élementaire () due au mathématicien grec Toannis PAPADIMITRIOU.

L gke ghe's
Dans cet exercice, on note cot la fonction cotangente, définie sur | 0; 7 |,
cos
par cot = —.
1. Soit n un entier naturel impair, et p tel que n = 2p + 1.

a) Montrer qu’il existe un polynéme P,,, dont on déterminera les
coefficients, tel que :
Vo €]0; m[, sin(nz)=sin"(z)P,(cot?(z)).
b) Déterminer les racines de P,,.

P
c) En déduire cot? [ ——
) En e 3 et (75

2. Justifier élégamment l’encadrement

Vr e [0;7/2], sinz<z<tanz.

) en fonction de p.

p

3. a) Déduire des questions précédentes un encadrement de Z 72
k=1
b) Etablir finalement I’égalité
+o00 1 2
> -
5=
Pt k 6 \
4. Cette question sort de l'objectif fixé initialement — Soit o € Ry. A
laide de comparaisons séries/intégrales, donner un encadrement
+oo n
de Z T lorsque « > 1 et donner un équivalent de Z T (pour
k=1 k=1

n tendant vers +o00) lorsque o < 1.

(1). Jentends par élémentaire « ne faisant appel qu’a des notions maitrisées en fin
de premiére année.»

Lycée Henri POINCARE 1/1 ou



