ECS2 CORRIGE DU DEVOIR LIBRE N°5 2016
1. a) Soit z €]0; 7]. La formule de DE MOIVRE assure : a) En passant aux inverses et en élevant au carrés (tous les nombres intervenants
iln(mc) = Im((cosac +isinz) ) étant positifs) : Vx]0; n/2[, —— 2> 52 cot?z

. S e\ n n—k( Nk ok 1 st 1
(cosz +17sinz) _kz (k) cos”™ " (2)¢" sin” (x) et comme —5 = 1+4cot’z, Va]0;7/2[, 1+cot’z> — >cot’x
=0 Sin x
LIS En appliquant cet encadrement a chaque zj, et en sommant, on a :
:sin”aﬁz< )z cot" kg P (2p+1
= \n Zxk —_— Z 2 S <p+ Zxk Et d’apres 1.c) et isolant Z 72

Or i* est imaginaire uniquement pour k impair. En écrivant k = 2j + 1 ou j €
[0; p]l, nous avons i* = 29+ = (—1)74. Ainsi :

P
sin(nz) = sin" z jz::o (2/1 1) (=1)7 cot?P—7) g

Le polynéme P,, suivant convient :

i = 2 (o e = (e (e

Jj=0

(-1,

b) Cherchons déja les racines de P,, dans ]0; 7/2[. Comme pour 0 < = < 7/2,
sin” x # 0, P, (cot?x) = 0 si, et seulement si, sinnz = 0, donc si, et seulement

. m . ..

si, x = — pour k € [[1; p], le choix de k étant limité par 'appartenance de z a

10; w/2[. Comme cot est positive et strictement décroissante sur |0; 7/2], les p
0

nombres cot? — sont deux & deux distincts.

n
Comme P, est de degré p, il a au plus p racines distinctes, et comme nous connais-

sons déja p racines distinctes de P,,, nous tenons toutes les racines de P,, : ce sont
3 5 kT .
exactement les p nombres réels xy = cot® — pour k décrivant [1; p].
n
n
c) Le coefficient dominant de P,, étant ( 1) = n, nous pouvons écrire :
P
H —ap)=n(XP —(z1+ 22+ +a,)XP + ).
3 (n—1D(n-2) 2p@2p-—1)
Par unicité des coefficients : T = — = — = , et
; g 3 6 6

finalement :

) _ p(2p3— 1)

u 9 km
2 cot <2p +1
k=1
y = x est I’équation de la tangente commune aux courbes de sin et de tan a
Porigine, or sin et tan sont respectivement concave et convexe sur [0; 7/2[, d’on
I’encadrement demandé.

1/1

k=1 k=1 k=1 k=1

2p—1 w2 p(2p—1 w2
p(2p—1) Z < p ) +p _
3 (2p+1)2 k2 (2p+1)?
b) Le majorant et le minorant de 1 encadrement précédent tendent tous les deux vers
2 +oo 2
1
%, donc par encadrement : Z i %
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Par croissance de l'intégrale : ——— / — << —.
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Posons S, E —. En sommant ces encadrements de 1 a n :
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Poura=1:In(n+1)<S, <ln(n+1)+1— ——— et on montre
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Pour av # 1 :
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Sia <1, E ol 1o (notez que 1 —a > 0.
k=1




