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l.a) D,, < B(n;1/2) car D,, compte le nombre de succés “obtenir pile” de probabilité
1/2 lors de la répétition indépendante de n expériences.
b) X,, = (n — D,) + 2D, = n+ D,, donc E(X,,) = n+E(D,) = 3n/2 et V(X,,) =
V(D,) =n/4.
2. Y1=1LEY;)=1PN2=1)=PD1=1)=1/2,P(Y,=2)=1-P(Y2=1)=1/2.
Yo — U({1;2}) et E(Y) = 3/2.
En raisonnant sur les espérances conditionnelles.
Sachant U, le petit Nicolas a déja fait un pas et il lui reste n — 1 marches a gravir,
ce qu’il peut espérer faire en E(Y,_1) pas, donc E(Y,|U) =1+ E(Y,_1).
Sachant U, le petit Nicolas a déja fait un pas et il lui reste n — 2 marches & gravir,
ce qu'il peut espérer faire en E(Y,,_2) pas, donc E(Y,|U) =1+ E(Y,_2).
En raisonnant sur les probabilités conditionnelles.
Notons que, pour tout n > 3, Y, (2) C [[1; n]], et, pour tout k € [[1; n],
Py(Yn=k)=P(Yn-1=k—1)
puisqu’en commengant par une marche, il reste k—1 pas pour gravir les n—1 marches
restantes, tandis que
Po(Y, =k)=P(Yp2=k—1).

3.a)

Ainsi : )
E(Yn[U)=> kPy(Yn=k) =D kP(Yp1=k—1)=> (j+DP(Yn1 =)
k=1 k=1 =0
n—1 n—1
= PYn1=0)+ > P(Yn1=4) =E(Y,1)+1
j=0 3=0
n n n—1
E(Yo[U) =Y kPg(Yn =k) =D FP(Ypo=k—1)=> (j+1P(Ys 2=
k=1 k=1 j=0
n—1 n—1
=D PYn2=4)+> P(Yn2=j)=E(Y,_2)+1
j=0 7=0

b) La formule de I'espérance totale avec le systéme complet d’événements (U, U) donne

E(Y,) = LE(Yoo1) + SE(Yaos) + 1

2
. 1 1 3 2
4.a) SmtnEN*.an:5a(n—1)+§a(n—2)+1@an:an—§a+1<:>a:§.

2
En prenant «a = 3 la suite (an)pen+ vérifie (R).

1 1
b) u vérifie (R) ssiVn >3, up = —tUp—1 + —Up, + 1
2 2
. 1 1 1 1
ssivn >3, wu, —an= §un,1+§un2 +1-— ia(n—l)—l—ia(n—Q)—&—l
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1 1
ssiVn >3, u, —an= i(un_l —a(n—-1))+ §(u”2 —a(n—2))
1 1
ssivn >3, v, = §vn,1 + ivn,g.

c) Prenons, pour tout n > 1, u, = E(Y,) et v, = u, — an. Par 3.b), u vérifie (R),
donc v vérifie la relation de récurrence linéaire de 4.b). Les solutions de 1'équation

2

e 1 1 . ,
caractéristique x° = 5% + 3 sont 1 et 5 Il existe deux réels a et b tels que :

Vn > 1,v, =a+b(—1/2)™.
De plus v1 =u; —a=1/3 et v = ug —2a = 1/6 conduit & a = 2/9 et b= —2/9.

2 2 —1.n
Finalement : Vn > 1,E(Y,,) = §n+ 5 (1 _ (7) )

5.a) Au plus rapide, le petit Nicolas procéde systématiquement par pas de deux marches,

1
il lui faut Ent (@_) pas. Au plus lent, il procéde par pas d’une marche, il lui faut

n pas.
b) En appliquant la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événe-
ments (U, U), B
B(Y, = k) = B(U)Pu (Y, = k) + B(0)Fg(Yy = k)
1 1
P(Y,=k) = §P(Yn_1 =k—-1)+ §]P)(Yn_2 =k—1).
Ainsi pour tout k£ de N*,

1 1
Pnk = 5]%—1,1#1 + §pn72,k71~
[n\kflof 1 [2[3]4]
1 0] 1 0 0 0
ol 2 |[of1/2]1/2] 0 | 0
3 0| 0 |3/4]1/4] 0O
4 0 1/415/811/8
d) Les lignes n = 3 et n = 4 donnant les lois de Y3 et Y4, on peut retrouver les
espérances :

9 23

Ces espérances sont conformes a la formule de 4.c).
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