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Remarque : pour tout n > 1, ([X,, = k])1<k<3 est un SCE, donc a,, + b, + ¢, = 1.

1.a) M? = M donc une récurrence immédiate donne Vn > 1, M" = M.

(a1 —|—b1—|—C1)/3 1/3
b)Vn>2,U,=M""'U; =MU; = | (a1 +b+e)/3 | =] 1/3
(a1+b1+01)/3 1/3

Donc X,, — U([[1; 3]]) pour tout n > 2.
2. Les transformations suivantes sur M — Al3

Ly ¢+ Ls, puis LI;ir;iIil—;Lig , puis Ly + Lo — Lg
12 1/2 —A
conduisent a 0 —-Xx—-1/2 A+1/2
0 0 222+ A +1
1
a) rg(M —I3) =2 : 1 est valeur propre, dim(E;) =3 -2=1et Vi =| 1
1

b) rg(M—(—1/2)I3) = 1: —1/2 est 'unique autre valeur propre de M avec dim(E_; ;3) =

x 1 1
E 12 = y |/r+y+2z=0, = Vect -1 1, 0 par exemple.
z 0 -1

c) M est diagonalisable, donc E; et E_; /2 sont supplémentaires, donc la concaténée
(V1, W1, W3) est une base de M3 1(R). Donc il existe trois réels (uniques!) aq, 51
et 3o tels que Uy = ay Vi + 1 W1 + B2 Wo.

d) Comme V; € E.,Vk € N7MkV1 =V;.
Comume (W1, Wa) € B2, ,, Yk € N, MFW, = (~1/2)FWy, MEW, = (~1/2)FW,.
Vn € N* U, = Mn—L (041V1 + 61W1 + BQWQ).

1 n—1
U, =a1V1+ <2> (B1W1 + B2 W3).

e) Pour tout n de N*, a,, + b, + ¢, = 1, remarque liminaire.

() =

g) D’une part, lim a,+b,+c¢, =1pare), et lim a,+b,+c, =3a; par g).
n— 0o n—-—+oo

f) lim

lim U, = a1V, car
n—-+oo

n—-+oo

Donc oy =1/3, et lim a, = lim b,= lim ¢, =1/3.
n—-+4oo n—-+4oo n—-+oo

La loi de X,, s’approche de U([[1; 3]).
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3.

Dans cette question, le systéme est régi par :

Ap4+1 = 7bna

i

(S) bn+1 = —Qp,

SVn > 1,

1
Cn+1 = ian + §bn + ¢p,.
Posons : Vn > 1,s, = a, + b, et d, = a, — by,.

1
a) (S) induit ¥n > 1, 8,11 = 3n 18 géométrique donc Vn > 1,5, = (1/2)" 1s;.
1
(S) induit Yn > 1,dp41 = *idn . d géométrique donc Vn > 1,d,, = (—1/2)"1d;.
En particulier, lim s, = lim d, =0.
n——+o0o n—-4o0o

. . 1
®) A on = B glon +dn) =0,
lim b, ==(s, —d,) =0,
n—-+oo
et lim ¢,= lim 1-—a,—b,=1
n—-+4oo n—-4oo

¢) Lorsque n devient grand, P(X,, = 3) tend vers 3, la loi de X,, s’approche de la loi de
la variable constante égale a 3.
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