
ÉCS2 Devoir à la Maison no6 + 8/12/2015

Remarque : pour tout n > 1, ([Xn = k])16k63 est un SCE, donc an + bn + cn = 1.
1.a) M2 = M donc une récurrence immédiate donne ∀n > 1,Mn = M.

b) ∀n > 2,Un = Mn−1U1 = MU1 =

 (a1 + b1 + c1)/3

(a1 + b1 + c1)/3

(a1 + b1 + c1)/3

 =

 1/3

1/3

1/3

.

Donc Xn ↪→ U([[1 ; 3]]) pour tout n > 2.
2. Les transformations suivantes sur M− λI3

L1 ↔ L3, puis
L2 − L1 → L2

L3 + 2λL1 → L3

, puis L3 + L2 → L3

conduisent à

 1/2 1/2 −λ
0 −λ− 1/2 λ+ 1/2

0 0 −2λ2 + λ+ 1

.

a) rg(M− I3) = 2 : 1 est valeur propre, dim(E1) = 3− 2 = 1 et V1 =

 1

1

1

.

b) rg(M−(−1/2)I3) = 1 : −1/2 est l’unique autre valeur propre de M avec dim(E−1/2) =
2.

E−1/2 =


 x

y

z

 /x+ y + z = 0

 = Vect


 1

−1
0

 ,

 1

0

−1


 par exemple.

c) M est diagonalisable, donc E1 et E−1/2 sont supplémentaires, donc la concaténée
(V1,W1,W2) est une base de M3,1(R). Donc il existe trois réels (uniques !) α1, β1
et β2 tels que U1 = α1V1 + β1W1 + β2W2.

d) Comme V1 ∈ E1,∀k ∈ N,MkV1 = V1.
Comme (W1,W2) ∈ E2

−1/2,∀k ∈ N,MkW1 = (−1/2)kW1,M
kW2 = (−1/2)kW2.

∀n ∈ N∗, Un = Mn−1 (α1V1 + β1W1 + β2W2).

Un = α1V1 +

(
−1

2

)n−1 (
β1W1 + β2W2

)
.

e) Pour tout n de N∗, an + bn + cn = 1, remarque liminaire.

f) lim
n→+∞

Un = α1V1 car lim
n→+∞

(
−1

2

)n−1

= 0.

g) D’une part, lim
n→+∞

an + bn + cn = 1 par e), et lim
n→+∞

an + bn + cn = 3α1 par g).

Donc α1 = 1/3, et lim
n→+∞

an = lim
n→+∞

bn = lim
n→+∞

cn = 1/3.

La loi de Xn s’approche de U([[1 ; 3]]).

3. Dans cette question, le système est régi par :

(S) ⇔ ∀n > 1,


an+1 =

1

2
bn,

bn+1 =
1

2
an,

cn+1 =
1

2
an +

1

2
bn + cn.

Posons : ∀n > 1, sn = an + bn et dn = an − bn.

a) (S) induit ∀n > 1, sn+1 =
1

2
sn : s géométrique donc ∀n > 1, sn = (1/2)n−1s1.

(S) induit ∀n > 1, dn+1 = −1

2
dn : d géométrique donc ∀n > 1, dn = (−1/2)n−1d1.

En particulier, lim
n→+∞

sn = lim
n→+∞

dn = 0.

b) lim
n→+∞

an = lim
n→+∞

1

2
(sn + dn) = 0,

lim
n→+∞

bn =
1

2
(sn − dn) = 0,

et lim
n→+∞

cn = lim
n→+∞

1− an − bn = 1.

c) Lorsque n devient grand, P(Xn = 3) tend vers 3, la loi de Xn s’approche de la loi de
la variable constante égale à 3.
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