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’ EXERCICE 1. ‘ Voir corrigé du D.S. n°4 type EDHEC.

] EXERCICE 2. \

1.

e Pour A/B,CeEet A€R,

(M +B,C) = Tr((AMA + B)'C) = Tr(AA*C + B'C)

(A + B, C) 2 ATr(AC) + Tr(B*C) = A (A, C) + (B, C)

e Pour A/B€E,

(B,A) = Tr(B*A) = Tr(*(B'A)) puisque YM € E, Tr(M) = Tr(*M)
(B,A) = Tr(*(*A)*B) = Tr(A*B) = (A, B).

Donc (., .) est une forme linéaire a gauche et symétrique, donc bilinéaire.
[ ]

On a pour toutes matrices A = (a;;) et B = (b; j), en posant C =
B = (cig) :
n

<A, B) = ZZamcM = Z Zaivjbivj et (AJA) = Za%yj.
2y

i=1 j=1 i=1 j=1
Donc : VA € E, (A, A) > 0.

Et : (A,A) =0 = (V(z',j) e [[1;n]?,

Donc (., .) est positive et définie.

CLZJ':O>=>A:0.

Toutes ces propriétés justifient que (.,.) est un produit scalaire @),
*SiAeS,(R)et Be Ap(R),on a:

(A,B) = Tr(A'B) = —Tr(AB) et (A,B) = (B, A) = Tr(B'A) = Tr(BA).
Ainsi VA € S,(R),VB € A,(R),(A,B) = 0 et S,(R) et A,(R) sont
des sous-espaces orthogonaux de M,,(R). En particulier, leur somme est
directe.

* Pour toute matrice M € M,,(R), on peut écrire :

M = %(M + M) + %(M ) (€),

La premiére matrice est symétrique et la seconde antisymétrique (on le
voit en calculant leur transposée), donc M, (R) = S, (R) + A, (R)

La conjonction de ces deux propriétés donne :

My (R) = S,(R) & A, (R)

(1). Remarque : En convenant de confondre M, (R) avec R (en mettant, par exemple, les

2
lignes «bout a bout »), on reconnait le produit scalaire canonique de R™ et la base canonique
de M,,(R) est orthonormée pour ce produit scalaire.

4.

1/2

d(M,S3(R)) = min ||[M —N|| = |[[M —p(M)||, ou p(M) est la projec-
NeS3(R)
1
tion orthogonale de M sur S3(R). Or (£) donne p(M) = i(M + M) car
1
5(M + ™) € S, (R)
1 1

et M — o (M+"M) = 2 (M~ "M) € A,(R) = (Sn(R))™.

1
Ainsi : d(M, S3(R)) =  |[M — M.

0 -1 3
Comme M — M = 1 0 2 |,ilvient

-3 -2 0

A(M, S5(R)) = 2V = V7.

a) g : Mu(R) - R,M — Tr(M) est une forme linéaire sur M, (R).

Imp C R donc rgy = dim Imgp < 1.
Cette application est non nulle (on a par exemple ¢(I) = n # 0), donc
rge > 0. Du coup, rgp = 1.

Par la formule du rang, puisque dim M, (R) = n?,

son noyau H est un sous-espace vectoriel de M,,(R) de dimension n? — 1.

c) Remarque :

b)M e H< Tr(M) =0 < Tr(M'L,) = 0 < (M,I), = 0 ce qui donne la

réponse, et méme plus :

H+ = Vect(I,,).

Pour tout sous-espace F, on a : pp + pp1 = id car si un
vecteur u s’écrit u = f + f" avec f € F et f/ € FL, alors pp(u) = f et
ppL(u) = f, donc pp(u) + ppr(u) = f+ f/ = w.

Par la propriété de la norme minimale, d(J,H) = ||J — pa(J)||.

Soit ¢ la projection orthogonale sur HL.

J=pu(J) + pur(J) = pu(J) + ¢(J) donc J = pu(J) = q(J)

Alors d(J,H) = ||g(3)]|. Or (m1n>

— 1 1 _ <J71n> _ B
done 4(3) = (3 pita ) ikl = AT

est une base orthonormale de H™,

I, =1, et donc :
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