ECS2 DEVOIR A LA MAISON N°1

= 9/09/2016

1. a)Quand t décrit [0, 7], cost décrit [—1, 1] et x + cost reste toujours positif
si et seulement si x > 1. Donc, Va € [1,4+00], t — v/ + cost est définie et
continue sur [0, 7]. Donc son intégrale existe | Dy = [1, +00].

b) Soient x et y tels que 1 < = < y. Par croissance de la fonction racine,
Vt € [0,7], o+ cost < /y+cost. La croissance de l'intégrale induit

flx) < f(y). ‘ f est croissante sur [1,+oo[‘
2. () = /ﬂ\/l—i—costdt = /ﬂ\/QCOSQ(t/Z) dt = ﬂ/ﬂ cos(t/2)dt, parce
0 0 0

que — € [O,g] :cosi > 0.

Donc : | f(1) = v2[2 sin(t/Q)Yr =2V2
3. a)Vze[l,+oo[,Vte[0,7], Ve —1<
P

Par croissance de l'intégrale : |V

Va4 cost <+ 1.
1, m/x—1< f(z) <m/x+1.

b) En divisant I’ encadrement précédent par my/x, on a :

Ve > 1 ,\/ f() vr+1

< , qui s’écrit aussi
1 1
Vel 1--< @) <1+
SV

\/rE SevE Sk

Minorant et majorant ayant la méme limite 1, par encadrement :
- fl2)
1 ——~ =1let ~ .
;B—1>I—|I—1c>o T X ¢ f(:L’) T—+400 7'('\/5
4. a)Pour tout z, on constate que 1+ 22 > |z|, donc x + V1 + 22 > z + |z et

z+V1+22>0,don: D, =R.
De plus, = +— 1 4 22 est dérivable & valeurs dans [1; 4+o0[, or \/- est dé-
rivable sur [1; 400, donc par composition, z — 1+ 22 est dérivable
sur R. Donc par addition # — x + /1 + 22 lest aussi, et comme ex-
pliqué précédemment, prend ses valeurs dans |0; +oo[. Or In est déri-

vable sur |0; +oo [, donc par composition, ‘ g est dérivable sur R ‘ On a :

1+ 2\/1+12 . 1

s+ vVIta? V1+a?

V2 cos(t/2) donne du — _sin(t/2)
Vh V2h

Ve eR, ¢ (z) =

b) Le changement de variable u = , et

I(h) = —/0 ﬂdu = \/i/mldu = \/i[g(u)h}/ﬂ

V2/h Vh + hu?

donc |I(h) = V/2g (ﬁ)

2 .
c) Comme lim \/; = 400 et ull)r_{loog(u

0 V14 u?

) =400, o0n a| lim I(h) = +4oc0.

h—0t+ h—0+
5. Soit h>0ette[0;m].
V14 h+cost —+/1+cost 1 o
= (en multipliant
h V1+ h+cost++/1+cost
par I'expression conjuguée)
Or V1 4+ h+cost++/1+cost <2v1+h+cost.
En passant aux inverses,
Wh>0, Viel[o:r) \/1+h+cost—\/1+cost> 1

h ~ 29y1+h+cost

6. a)Par croissance de l'intégrale, I'inégalité précédente donne :
™

1

1
¥h>0, +(f(1+h) = f(1)) 2/0

dt
24/1 4+ h + cost

4 1 4 1
/ dt:/ dt
0 2v1+h+cost 0 2v/h+2cos?(t/2)

L.

/7r sin(t/2)
> dt =
0 2\/h+2(:052 t/2 2

Par comparaison, puisque hm I(h) =
—0+

i LR~ (L) .,
h—0+ h

b) J’en déduis que f n’est pas dérivable en 1 et que sa courbe représentative

présente une demi-tangente verticale

2v/2).
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