
ÉCS2 Devoir à la Maison no1 + 9/09/2016

1. a)Quand t décrit [0, π], cos t décrit [−1, 1] et x + cos t reste toujours positif
si et seulement si x > 1. Donc, ∀x ∈ [1,+∞[ , t 7→

√
x+ cos t est définie et

continue sur [0, π]. Donc son intégrale existe Df = [1,+∞[.

b) Soient x et y tels que 1 6 x 6 y. Par croissance de la fonction racine,
∀t ∈ [0, π] ,

√
x+ cos t 6

√
y + cos t. La croissance de l’intégrale induit

f(x) 6 f(y). f est croissante sur [1,+∞[

2. f(1) =

∫ π

0

√
1 + cos t dt =

∫ π

0

√
2 cos2(t/2) dt =

√
2

∫ π

0
cos(t/2)dt, parce

que
t

2
∈
[
0,
π

2

]
⇒ cos

t

2
> 0.

Donc : f(1) =
√
2
[
2 sin(t/2)

]π
0
= 2
√
2

3. a) ∀x ∈ [1,+∞[,∀ t ∈ [0, π],
√
x− 1 6

√
x+ cos t 6

√
x+ 1.

Par croissance de l’intégrale : ∀x > 1, π
√
x− 1 6 f(x) 6 π

√
x+ 1.

b)En divisant l’encadrement précédent par π
√
x, on a :

∀x > 1,

√
x− 1√
x

6
f(x)

π
√
x
6

√
x+ 1√
x

, qui s’écrit aussi

∀x > 1,

√
1− 1

x
6
f(x)

π
√
x
6

√
1 +

1

x
.

Minorant et majorant ayant la même limite 1, par encadrement :

lim
x→+∞

f(x)

π
√
x
= 1 et f(x) ∼

x→+∞
π
√
x.

4. a)Pour tout x, on constate que
√
1 + x2 > |x|, donc x+

√
1 + x2 > x+ |x| et

x+
√
1 + x2 > 0, d’où : Dg = R.

De plus, x 7→ 1 + x2 est dérivable à valeurs dans [ 1 ; +∞ [, or √. est dé-
rivable sur [ 1 ; +∞ [, donc par composition, x 7→

√
1 + x2 est dérivable

sur R. Donc par addition x 7→ x +
√
1 + x2 l’est aussi, et comme ex-

pliqué précédemment, prend ses valeurs dans ] 0 ; +∞ [. Or ln est déri-
vable sur ] 0 ; +∞ [, donc par composition, g est dérivable sur R . On a :

∀x ∈ R, g′(x) =
1 + 2x

2
√
1+x2

x+
√
1 + x2

=
1√

1 + x2

b)Le changement de variable u =

√
2 cos(t/2)√

h
donne du = −sin(t/2)√

2h
, et :

I(h) = −
∫ 0

√
2/h

√
2h√

h+ hu2
du =

√
2

∫ √2/h

0

1√
1 + u2

du =
√
2 [g(u)]

√
2/h

0

donc I(h) =
√
2g

(√
2

h

)
.

c) Comme lim
h→0+

√
2

h
= +∞ et lim

u→+∞
g(u) = +∞, on a lim

h→0+
I(h) = +∞.

5. Soit h > 0 et t ∈ [ 0 ; π ].√
1 + h+ cos t−

√
1 + cos t

h
=

1√
1 + h+ cos t+

√
1 + cos t

(en multipliant

par l’expression conjuguée)
Or
√
1 + h+ cos t+

√
1 + cos t 6 2

√
1 + h+ cos t.

En passant aux inverses,

∀h > 0, ∀t ∈ [ 0 ; π ],
√
1 + h+ cos t−

√
1 + cos t

h
>

1

2
√
1 + h+ cos t

.

6. a)Par croissance de l’intégrale, l’inégalité précédente donne :

∀h > 0,
1

h

(
f(1 + h)− f(1)

)
>
∫ π

0

1

2
√
1 + h+ cos t

dt.

Or∫ π

0

1

2
√
1 + h+ cos t

dt =
∫ π

0

1

2
√
h+ 2 cos2(t/2)

dt

>
∫ π

0

sin(t/2)

2
√
h+ 2 cos2(t/2)

dt =
1

2
I(h).

Par comparaison, puisque lim
h→0+

I(h) = +∞,

lim
h→0+

f(1 + h)− f(1)
h

= +∞.

b) J’en déduis que f n’est pas dérivable en 1 et que sa courbe représentative
présente une demi-tangente verticale en (1, 2

√
2) (pour mémoire, f(1) =

2
√
2).
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