ECS2 DEVOIR A LA MAISON N°6 & 25/11/2016

1 -3 3
On considére la matrice : M= -2 0 2
1 -1 3

et 'endomorphisme f de R? dont la matrice dans la base canonique B est M.
1. a) Déterminer les valeurs propres de M.
b) Etablir que f est diagonalisable. Déterminer une base (Vy;Va; V3) de vec-

teurs propres de f que 'on choisira de maniére que chacun d’eux ait, dans
la base B, des coordonnées égales & 0 ou a 1.

c) Soit a et b deux réels quelconques et f, ; = af + bldgs. Montrer que f, ; est
diagonalisable.
2. A tout vecteur y = (y1;y2;y3) de R3, on associe la fonction ¢y de R3 dans
R3 telle que, pour tout @ = (z1; z2;r3) de R3,

by(x) = (Y1 +y2)r1 + (Y1 + 2y2) 72 + Y323.

a) Le vecteur y = (y1;y2;y3) de R® étant fixé, exprimer ¢, (f(x)) en fonction
des coordonnées x1, x2 et x3 de .

b) Montrer qu’a chaque vecteur y = (y1;%2;%3) de R, on peut faire corres-
pondre un vecteur Y = (Y1;Ya;Y3) et un seul dans R? tel que, pour tout =

de B3, ¢, (f(x)) = py ().

A cet effet, on exprimera Y1, Yo et Y3 en fonction de yy, yo et ys.

¢) On pose g(y) = Y. Vérifier que g est une application linéaire de R* dans R?,

1 -3 3

dont la matrice N dans la base B est N = -2 0 =2

5 7 3
1 1 0
3. On considére la matrice : S = 1 2 0
0 0 1

et ’endomorphisme s de R? dont la matrice dans la base canonique B est S.
a) Veérifier que S est inversible et calculer S™1.
b) Calculer le produit SMS™!.

c) En déduire que les vecteurs s(V1), s(Vz) et s(V3) sont des vecteurs propres
de la matrice !N, transposée de N. Préciser les valeurs propres associées.

d) En déduire que N est diagonalisable.
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