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Deux exercices extraits du sujet EDHEC 2013

EXERCICE 1.

1.

3.

e f est positive sur R.
e [ est continue sur R\ {—1;1}.

A -11* 11 1
t paire, et tout A € [1; , Hdt=|—| =>—-— ——» =
e [ est paire, et pour tou [1; 4+o0] ; f(@) [235} 5”98 A 2
+o0 +oo
Comme f est paire, j’en déduis que / f(t)dt existe et vaut 2 x / f)dt = 1.
0

— OO

’ f peut effectivement étre considérée comme une fonction densité de probabilité. ‘

En primitivant f, j’obtiens qu’il existe trois constantes ki, ko et ks telles que
F(z) = —=1/2x + k1 pour © < —1, F(z) = ke pour x € | —=1; 1] et F(z) = —1/2x + k3 pour = > —1.
De plus, F étant une fonction de répartition, lim F(z) = 0, donc k1 = 0. De méme, hrf F(z) =
T——00 T—+00

donc k3 = 1.

1
Enfin, la continuité de F en —1 entraine lim F(z) = lim F(z), donc = = ks.
rz——1" z——1t 2

’F(:c) =—1/(2z) pour t < =1, F(z) =1/2 pour x € | -1; 1[ et F(z) =1 —1/(2z) pour = > 1.‘
Soit n € N* et x € R. Par indépendance des variables (Xx)1<kgn-

Ga(w) = P(Yo < @) = P(S, < na) = P ( N X< m) [
k=1

1<ksn

(—1/(2n2))"  siz<-1/n
Soit n € N* et € R. G, (z) = (F(nm))n =q1/2" size]—-1/n;1/n].
(1- 1/(2nx))n siz>1/n

a) Soit n € N* et z € | —00; 0].

—-1\" —1\" 1 -1 1
e Siz< —1/n,alors G,(z) = (an) = (nx) X S et comme 0 < P <1, Gup(z) < o0
1 n
e Size]-1/n;0],alors G,(x) = <2> .
1
Pour tout x de | —00; 0], G, () < 7

b) Soit z € ]0; +oo[. Appliquons la définition « epsilonique » de la limite avec € = x.

. 1
<eg, le. Vn>=ng, —<um
n—-+oo N n

1 1
lim — =0 donc dng € N*,  Vn > ng, ‘n—O

1
Ve €]0; +oo[, Ing €N*, Vn >=ny, ;<x.

Comme pour z > 1/non a: G,(z) = (1—1/(2nz))n,onabien
Vo €]0; +oo[, Ing €N*, Vn>=ng, Gp(z)=(1- 1/(2m:))n.

a)e Pourz e€]—o00;0],0< Gy(x) < 1/2" entraine par le théoréme des gendarmes : lirf G () existe
n—-+0oo

et vaut 0.
e Pour z €]0; +oo[ et par la question précédente, In(G,(z)) = nln (1 — 1/(2nz)) ~ —1/(2x),
n—-+0o0

donc hIE Gy () existe et vaut exp(—1/(2z)).
n—-+0oo

n——+oo n——+oo eXp(—l/(Q{E)) sixz >0

&f. 0 izx<0
Pour tout x de R, hm G, (z) existe et G(x) e 11m Gn(z) = { S .

b) ¢ G est continue sur | —oo; 0[ et sur ]0; +oo[. De plus, mli%l* G(z) = xli%{r G(z) = 0= G(0), donc G
est continue en 0. Donc G est continue sur R. ] 4
e G est dérivable sur R* avec G'(z) = 0 > 0si z € |—00; 0] et G'(z) = 57 XP (%) > 0 si
€]0; +o00. Donc G est croissante sur R.

e lim G(z)= lim 0=0et hm G(z) = Er}} exp(—1/(2z)) = exp(0) = 1.

r——00 T—r—00 x—+00

’ G est la fonction de répartition d’une variable aléatoire. ‘

c) Nous avons : Vz € R, lirf Fy, (z) = lirf Gp(z) = G(z) = Fy(x), ce qui, par définition de la
n—-—+0o0 n—-+00

convergence en loi, entraine :
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’la suite (Y,,)nen+ converge en loi vers la variable Y dont G est la fonction de répartition. ‘

6. e Puisque G est nulle sur | —oo; 0] et strictement croissante sur | 0; +oo [ (intervalle sur lequel G’ >
), on a Y(2) = ]0; +oo[. Par conséquent, y — 1/y étant une bijection de ]0; 400 [ sur lui-méme,
1
=) =]0; :
e Soit x € R.

(i) Siz <0, alors Fyy(z) =P(1/Y < z) = 0.
(ii) Siz > 0, alors Fy y(z) =P(1/Y <z) =P(Y > 1/z) =1 -Fy(l/z) = 1 - G(1/z) = 1 —exp(—2x/2).
e Je reconnais en Fy/y la fonction de répartition d'une loi exponentielle de paramétre 1/2.

1. . . o 1
% suit la loi exponentielle de paramétre 3

EXERCICE 2.

1. Comme rg(f) = rg(M) = 2, Imf est un hyperplan de R3.
De plus, Imf = Vect(f((0,0,1), f(0,1,0), f(0,0,1)) = Vect((1,0,0), (2,3,0)) = Vect((1,0,0), (0,1,0)).
Or £((1,0,0)) = (0,0,0) € Imf et £((0,1,0)) = (1,0,0) € Imf. Donc Imf est stable par f.
’Im f est un hyperplan de R3 stable par f. ‘

2. a)e La somme des coefficients sur chaque ligne de M valant 4, on a f((1,1,1)) = (4,4,4) = 4(1,1,1),
donc 4 est une valeur propre de f.
e rg(M—1I3) =1, donc 1 est une valeur propre de f et dimE; =3 —1=2.
e Comme les sous-espaces sont en somme directe, il n’y a pas d’autre valeur propre puisque nous avons
déja dim E4 + dim E; > 3. Nous pouvons méme affirmer que dim E4 = 1 exactement.
’Les valeurs propres de f sont 1 et 4. ‘

On peut aussi déterminer rg(M — Ms) par la méthode de Gauf3 pour trouver ces valeurs propres.
b) Ker(f — id) = E; donc dimKer(f — id) = 2 et Ker(f — id) est stable par f, comme tout sous-espace

propre de f.
’Ker(f —id) est un hyperplan de R? stable par f. ‘
3. Remarque préliminaire : Comme B est une base orthonormale de E, nous pouvons utiliser :
n
e VzeE, x= Z(x,ek>ek;

k=1
o VY(z,y) € E? (z,y) = 'XY ou X =Mg(z) € M, 1(R) et Y =Mp(y) € My, 1(R).
Ceci induit qu’il y a beaucoup de fagons de répondre aux questions suivantes.
a) Soit (z,y) € E%, X = Mg (z) € M, 1(R) et Y = Mg (y) € My 1(R). Soit M = M3z (f) € M, (R). On a:
(f(z),y) = *MX)Y = *X'MY == "X(*MY) = (z, f*(y))-
V(z,y) € B, (f(),9) = (z, f*(4))-]

b) Soit g un endomorphisme de E vérifiant aussi la propriété précédente. Alors, pour tout = de E,
n n n n

F@) —g@) =S (@) er - 3 (g@) e en = 3 (o, flen)y e — 3 (@, Flew)) ex = 0.

k=1 k=1 k=1 k=1
’ f* est I'unique endomorphisme de E vérifiant V(x,y) € E2, (f(x),y) = (z, f*(y)). ‘
f* s’appelle 'endomorphisme adjoint de f, notion hors programme.

4. a) Toujours en notant M la matrice représentant f dans B, on a :
A€ Sp(f) = rgM —AL,) <n=rg(*(M—AL,)) <n=rg(*M—A,) <n=rg(f*—Nid) <n= X\ Sp(f*).
’ A est une valeur propre de f*.

b) e Comme u # 0, dim(Vect(u)) = 1 et dim ((Vect(u)))L = dim E — dim(Vect(u)) = n — 1.
e Soitwve (Vect(u))L. Ona:
(f(v),u) = (v, f*(u)) = (v, Au) = A (v,u) =0,
donc f(v) € (Vect(u))J'.

(Vect(u))J' est un hyperplan de E stable par f.
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