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| EXERCICE 1.

-3 1 3
1. A= -4 1 4
-2 1 2
2. vnelN, X,=A"X,.
3. AFE;, = —E; donc est un vecteur propre de la matrice A associé a la valeur

propre A\; = —1.
4. a) A admet trois valeurs propres distrinctes (A1, A2, A\3) = (—1,0,1).
b) Puisque A € M3(R) et A posséde trois valeurs propres distrinctes, A est
diagonalisable.
1

c) Eq = convient (et c’est le seul).

d)E; = convient (et c’est le seul).

= = = = O

111
5. a)P=(E|EafEs)=| 2 0 1
011

b) Tr(A) = 0 = Tr(D), normal puisque 2 matrices semblables ont la méme
trace.
6. VneN, A"=PD"PL
Vk € N,D%*~1 = diag((—1)?*=1,0%~1,12*~1) = diag(—1,0,1) = D, donc

convient.

A1 =PDP! = A.
Vk € N,D?* = diag((—1)?*,0%,1%%) = diag(1,0,1) = D2, donc

A% =PD?P ! = A%

-1 1 1
Et A2 = 0 1
-2 1
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a) De A? = A on déduit que X? — X est annulateur de A. Ses racines sont —1,
0 et 1, ce qui était prévisible puisque toutes les valeurs propres de A sont
des racines de tout polynéme annulateur de A.

1
a)Vk €N, Xg_1=A1X)=AXy=] 1
1

1

VkeN, X =A%Xo=A%Xo=| 1

1

Donc : Vn € N,

b) v est constante (tout court) et u et w sont constantes a partir du rang
n = 1. Leur limite commune est 1.

Up, = Vp = Wy, = 1.

-1
VEeN, X1 =A%"1Xg=AXg=| -2
0

1

VkeN, X =A%Xy=A%Xo=] 2

0

Donc : Vn € N, up = (=1)", v, = (=1)" x 2 et w, = 0.
u et v n’ont pas de limite, et w converge vers 0.
Partons de Xy = abc quelconque.

U2k—1
Vk € N, Vok_1
W2k—1
—3-a+b+3-c
= —4-a+b+4-c
—2-a+b+2-c
Uk —a+b+c
Vk € N, Vok = X9 = AQkXO = A2X0 = b
Wap, —2-a+b+2-¢c
Puisque ces termes ne dépendent que de la parité de k, une condition né-
cessaire et suffisante sur ug, vy, wo pour que les suites (up)nen, (Vn)nen et

= X1 = A?1X) = AXo
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(wp)nen convergent simultanément est ug = wyp.

lors : i = i = 1l = 9.

On a alors Jdm up = lim v, = Hm wn =vo
a b ¢

10. a)En prenant M= | d e f |, on montre par le calcul que MD = DM si,
g h 1

et seulement si, M est diagonale.

b) Supposons que M? = D. Alors MD = MM? =
est diagonale, disons M = diag(a, b, c).
Alors M? = D entraine a® = —1 ce qui est impossible dans R.
Ainsi, il n’existe pas de matrice M dans M3(R) telle que M?

M3

=D.

M?M = DM, donc M

Bilan : F+ = Vect(X, X3).
b) (1, 3X2 — 1) est une base orthogonale de F.
(X, 5X3 — 3X) est une base orthogonale de F.
c¢) En concaténant ces bases, on obtient :

(o, 1,2, T3) = (1, X,3X2% —1,5X3 — 3X) base orthogonale de E telle que,
pour tout ¢ de [[0; 3]|, deg(m;) = i.

' EXERCICE 3. |

14.  Ces sommes existent car |g| < 1 et par le cours :

“+oo “+o0o
c)B2=A=P 'B?P=P AP == (P_lBP)2 =D, ce qui est impossible. P’ Z ¢" 2 = p? qu = p27 =p
Donc il n’existe pas de matrice B dans M3(R) telle que B2 = A ?
1 2
qa P = =1+p
' EXERCICE 2. | Z Z g \(1-¢)? 1-p
11. Question traitée en cours. Pour l'aspect « défini », on a : 15. a) Ilgfs p }{:u:;pgetgsg‘) ahniﬂrom;s SOI}; P1P219udF1F2, det lalors X :k2.
sik >3, P1Fy...F;_ 1Py est un palindrome de longueur k.
(P,Q) —0:>/ Y2dt =0 =Vt € [-1;1],(P(t))? = 0 car t Done X(2) = [[2, +o0[[.
(P(t))? est une fonction continue et positive sur [—1; 1]. b) P(X = 2) = P(P,Py UF | F») incomp. P(P1Py) + P(F,Fs) indép. P2+ 2,
Ainsi P posséde une infinité de racines, donc P est le polynéme nul. P(X = 3) — P(P,FoP3 U F1PyFy) incomp. P(P,FyPs) + P(F,PyFy) indép.
2 S . 2 2
o 1 —_ t pair p°q+q°p.
.. 9 i I\ — ZJFJ:.,lslﬂ—]esp
12. 2)v(i,5) € [0; 3%, <X X > /_ 1 d 8+‘7 + si i+ i est im air' c¢) La décomposition précédente se généralise sans probléme :
2 ’ P Vk € X(€), P(X = k) = p?q" 2 + ¢?pF—2.
b) <1,X2> =3 donc la base canonique B = (1,X, X2, X3) n’est pas orthogo- | 16.  La premiére question montre, puisque |p| < 1 et |g| < 1, que :
+oo
nale.
PX=k)=p+q=1;
13.  Soit F = Vect(1, X2). Z_: X=k=ptq
) aX3 +bX24+¢eX+d L1 b=0 e X admet une espérance par convergence absolue (tous les termes sont
a) On peut résoudre 5 ) , e ) positifs) ;
aX® +bX 4+ cX+d 1L X d=20 '
ou observer que : e EX)=01+p +(1+q =3

o dim(Ft!) = dim(E) — dim(F) =4 -2 =2;
X LletX X2
X3 L 1etX3LX?

famille libre, donc une base (dimension!), de F+.

e Par les calculs préccédents, {

donc (X, X3) est un
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+oo —t —x —x
e e e
’EXERCICE 4" Ve >0, 0< / t—th < —5, e qui prouve, en divisant par — et
x x
: oo ot e
. . et ) ) o par le théoréme des gendarmes, que / —dt=o0 <>
17. Soit x > 0, la fonction ¢ : t — —— est définie, continue et positive sur pe t z

[z, +00[. Au voisinage de +o0o, ¢(t) = o(e™?). Il s’ensuit par négligabilité,

+00 “+o00 eft
puisque / e tde converge, que l'intégrale / s dt converge pour tout
X X
x> 0.

+oo ,—t
e dt diverge par équivalence

~ | =

En revanche ¢(t) ~

o et l'intégrale /

0
1
dt
des fonctions puisque l'intégrale de Riemann / 7 diverge.
0
A fortiori, on ne peut pas prendre z < 0 et f est définie sur ]0, 4o0].

18. a) Je note g la fonction continue g : ]0; +o0o[ — R, ¢t +— e/t et G l'une de
ses primitives. Soit £ = tl}iinoo G(t), ¢ existe sinon l'intégrale définissant f(x)
divergerait.

Alors : Vo >0, f(z) =¢— G(x).
Comme G est dérivable sur |0; 400 [ de dérivée g clairemment €, G est
C> et f est de classe € sur |0; +o00 .

b)Vz €]0; +oo[, [f(z)=-G'(z)=—g(x)=—-e"/z<O.
Donc f est strictement décroissante sur |0; 400 .
et et
19. a)Soitz >0.Vt >z, 0<— < —
x

Par croissance de 'intégrale, toutes ces intégrales étant convergentes,
e—l’
Yz > 0, 0< f(z) < —.
x
b) Par encadrement, lim f(z)=0.
r—r+00

c) Soit A > z > 0. En intégrant par parties,

A —t —t7A A _—t
A
s t ], sz t

e~ 400 et
Et en faisant tendre A vers +oo, f(z) = — — / —-dt.
x x

d) On montre comme en 19.a), que :

Donc f(x) = ? +o <e::>7 donc f(z) ~
20. a) Soit = > 0. X
+o0o
f@ = [ gt = [ g+ )

1ot i 1 1
Or/ " dt:/ g(t)dt—/ tdt:/ g(t)dt + In(z)

1.t
Donc pour tout réel z > 0, f(x) = / dt — In(x) + f(1).

e -1
X

1—t -t _
b) / ¢ " dt est convergente car faussement impropre puisque t +—> "
0
est continue sur ]0; 1] et tend vers —1 en 0.
1.—t _
¢) Comme lim ¢ dt est finie, on déduit de 20.a) que :
z—=0 J,
1 —t
e " —1
dt + f(1
o
=14+1liml =1
20 —In(x z—0 —In(z)
Donc f(z) ~ —In(z).
z—0
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