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Dans tout le probléme, N désigne un entier supérieur ou égal a 1.

On note E(X) et V(X) respectivement, l’espérance et la variance lorsqu’elles exsitent, de
toute variable aléatoire réelle X définie sur un espace probabilisé.
Soit (Uy)n>1 une suite de variables aléatoires définies sur un espace probabilisé (2, A, P)
mutuellement indépendantes et de méme loi uniforme discréte sur [[1, N]].
On pose, pour tout n de N* : T,, = sup(Uy,Us,...,U,) et Z,, = inf(Uy,Usy,...,U,). On
admet que T,, et Z, sont deux variables aléatoires définies sur (£2,.4,P). Ainsi, pour tout
we ona:

Tp(w) = max(Uy(w), Uz(w), ..., Up(w)) et Z,(w) = min(U; (w), Ug(w), ..., Uy (w)).

On rappelle que si C désigne un élément de A, on note ll¢ la variable aléatoire indicatrice

de I’événement C, définie sur (€2, A, P) par :

1 siweC
lIc(w) =
o) 0 siwé¢gC
N-1 k n )
Z = siN>2
On pose, pour tout n de N* : d,(N) = k=1 N
0 siN=1

Préliminaire

1. Soit Y une variable aléatoire définie sur (2,.4, P), & valeurs dans [[1, N]].

N
(a) Justifier que, pour tout k de [0; N — 1], P(Y > k) = Y P(Y =)
i=k+1
(b) Etablir les deux relations suivantes :
N-1 N—1
=Y P(Y>k]) et =) 2k + DP([Y > k).
k=0 k=0

Partie I. Inf et Sup

2. Rappeler, sans démonstration, les valeurs respectives de E(U;) et de V(Uy).
3. (a) Calculer, pour tout k de [[1,N]], P([T, < k]).
(

b) En déduire la loi de probabilité de T,,.
4. (a) Montrer que la suite (d,,(N))n>1 est convergente et calculer sa limite.

(b) Exprimer E(T,,) en fonction de N et de d,,(N). En déduire la valeur de lirf E(T,).
n—-+0o0

(¢) Etablir la formule suivante : V(T,) = (2N — 1)d,,(N) — 2Nd,, 11 (N) — d2(N).

En déduire la valeur de lim V(T,).
n—-+oo
dp+1(N 1
(d) Montre que si N > 2, on a : ngrfoo d:élsf)) =1- N e déduire que, lorsque n

tend vers 400, on a : V(T,,) ~ d,(N).
5. Déterminer la loi de Z,,. Calculer E(Z,) et V(Zy).

6. On rappelle que la fonction Scilab grand(1,1,’uin’,1,N) permet de simuler une va-
riable aléatoire suivant la loi uniforme sur [[1,N]]. Ecrire une fonction Scilab d’en-téte
function T=simulmax(n) qui simule la variable aléatoire T,,.

» |Partie II. Couple (Inf, Sup)

7. On pose, pour tout n de N* et pour tout couple (k, /) de N? :

Pn (K, €) = ([T S KN [Zn < 4)).
(a) Montrer, pour tout (k, ) € [[1,N]]2, la relation suivante :
k .
<N> sik § Y4
On(k,0)
i Z ik>14¢
N S1 >

(b) Etabhr pour tout (k ¢) de [[1,N]]?, la formule sulvante
(¢) En déduire7 en distinguant les trois cas k: </l k= E et k > ¢, I'expression de
P([T,, = k] N [Z,, = {]) en fonction de k et .

8. On donne, pour tout couple (m,n) de (N*)2, les deux relations suivantes :
m

DY [G+D" =2+ (i — 1)) =

J

(m+1)"—m"—1;

i) p jlG+1D"=2"+0G =" =mm+1)" = (m+1)m

\gEl

1

J

(a) En déduire, pour tout n de N*, la formule suivante : E(T,,Z,) = N(1 + d,,+1(N)).
(b) On note, pour tout n de N*, p,, le ceefficient de corrélation linéaire entre T, et Z,,.

Calculer lim p, lorsque N > 2.
n——+00

9. (a) Pour tout n de N* et pour tout couple (k,¥) de [[1,N]]?, calculer la probabilité
conditionnelle Py, ([Z, = £]).

(b) En déduire, pour tout n de N* et pour tout & de [[1, N]], expression de I’espérance
conditionnelle E(Z,, / [T,, = k]) de Z,, sachant [T,, = k].
Partie III. Prévision
Pour n entier de N*, on dispose d’un n + 1 variables (U, Us, ...

et toutes de la loi uniforme sur [[1,N]]. On pose :
T, =sup(Uy,Us,...,U,) et Tp41 =sup(Uy, Us,...

, Un41) indépendantes
Un+1) - SUP(Tm Un—i—l)-

Zth]l To=k]-

Dans cette partie, on se propose de déterminer la valeur de t pour laquelle les deux
conditions suivantes sont vérifiées :
1) E(Wy(Ty)) = E(Tny1);

Pour tout ¢t = (t1,ts,...,tx) de RN, on pose : Wy(T

ii) E [(Ty41 — W¢(T5))?] est minimale.
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10. Montrer, pour tout k de [[1,N]], la relation : P([W(T,) = tx]) = P([T, = k]).
11. Etablir, pour tout & de [[1,N]], la formule suivante :

E(Tnt1 X Ur,=x)) = E(Tn1 / [Tn = k]) x P([Ty, = £I).
12. (a) Calculer, pour tout couple (k, j) de [[1,N]]?, P([T,, = k] N [Tps1 = j]).

(b) En déduire, pour tout couple (k,j) de [[1,N]]?, la probabilité conditionnelle
Prr, =k ([Tns1 = j]).

(c) Déterminer, pour tout k de [[1,N]], lexpression de l'espérance conditionnelle
E(Tp41/[Tn = k]) de Tp41 sachant [T, = k.

(d) En appliquant la formule de Iespérance totale, déduire de la question précédente
la relation suivante :

N+1 1
E(Tn+1) =

2 2N

Ztk X Lpr, —k-

14. Soit g la fonction définie sur RN a valeurs reelles par :
g(tl, tg, ce ,tN) =E [(Tn+1 - Wt(TN))Q] .

13. Etablir I’égalité suivante : (Wy(T

Pour tout k de [[1; N]}, on note 0 = E(T,,41/[Tn = k]), et 0 = (01,...,0n) € RN,
(a) A l'aide des résultats des questions 11, 12 et 13, montrer que :
N
g(t) = (t} — 20xty, + B(T2,))P(T, = k), puis que :
k=1
N N
g(t) = (tx — 0x)*P(T Z T7 1) — 07)P(T, = k).
k=1 =
(b) Montrer que g admet un minimum global sur RN atteint au point 6.
15. Etablir les deux relations suivantes :
E(Wy(Tn)) = E(Tns1) et V(Wy(Ty)) < V(Tni1).
N
16. (a) Etablir, pour tout ¢ de N*, I’égalité suivante : Z k' x Lpr, =k = (T,)"
k=1
N+1 1
(b) En déduire la relation suivante : Wy(T,,) = T+ toN (T2 - T,)

Partie IV. Estimation
Soit U une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (€2, A, P), de loi uniforme
discréte sur [[1,N]]. On suppose que le paramétre N est inconnnu.

Pour n entier supérieur ou égal a 1, soit (U1, Us,...,U,) n variables indépendantes
toutes de méme loi que U.
Dans cette partie, on s’intéresse aux variables aléatoires définies a 'aide de T, qui

permettent d’estimer N.
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17. (a) Montrer que la suite (E(T),)),>1 converge vers N.
(b) Montrer que la suite (V(T},))n>1 converge vers 0.

(¢) Pourquoi peut-on dire que, lorsque n devient grand, T,, fournit une estimation de
N?

18. (a) Calculer, pour tout n-uplet (uq,us,...,uy) de [[1,N]]", P (ﬂ[Ul = uz]>
i=1
(b) En déduire que, pour tout k de [[1,N]], la loi conditionnelle du vecteur aléatoire

(U1, Uy, ..., U,) sachant [T, = k] est donnée par :
N 1 si pour tout ¢ de [[1,n]], 1 <u; <N
Prr, =k (m[Uz = Uz]) =k —(k-1)" et rg?gxn(uﬁ =k
=t 0 sinon

On remarquera que cette loi conditionnelle ne dépend pas du paramétre N.

19. On pose, pour tout entier n de N* : S, = T,, + Z,, — 1 et, pour tout k de [[1,N]] :
w (k) _ kn+1 _ (k‘ _ 1)n+1
Tk — (B —1)n
(a) Montrer que, pour tout n de N*, E(S,,) = N.
(b) Etablir, pour tout k de [[1,N]], 'égalité : ¢, (k) = E(S,, /[T = k]).

)
)

(¢) En déduire que, pour tout n de N*, E(¢,,(T,)
)

) =
(d) On pose, pour tout k de [[1,N]] : (k) = E(S i/ [Tn = k]).
Etablir, pour tout k de [[1,N]], inégalité : 12 (k) < ¢n(k) (on pourra utiliser la
fonction définie sur R par A — E((S, — A\)? /[T, = k])).

En déduire que V(¢,(Ty)) < V(Sp).
(e) En déduire que V(¢,,(T,)) tend vers 0 lorsque n tend vers +oo.

20. Soit, pour n entier de N*| une variable aléatoire R,, d’espérance N.
On pose, pour tout k de [[1,N]] : fn(k) = ER, /[Tn = k]).
(a) En utilisant une méthode analogue a celle de la question 19.d, montrer que :
V(fn(Th)) < V(Rn).

(b) Soit F une fonction réelle. Montrer que, pour n fixé dans N*, la condition « pour
tout n de N*, E(F(T,,)) = N » est vérifiée, si, et seulement si, pour tout k de [[1, N]],
on a: F(k) = ¢, (k).

(¢) En déduire que, parmi les variables d’espérance N, 1,,(T,,) est optimale, dans le
sens ot V(1,(T),)) est minimale.

La partie IV constitue une démonstration du théoréme de Lehmann-Scheffé dans le
cas particulier d’une loi uniforme que [[1,N]], avec N inconnu.



