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Préliminaire

1.

k=0 =1 k=0 =1
N-1 N-1 N N -1
(2k +1)P(Y > k) Y @k+DPY =i)=> > (2k+1)P(Y =1

k=0 k=0 i=k+1 =1 k=0
i—1 i—1 i—1 (Z _ 1)@

Or pour 7 fixé supérieur ou égal a 1, Z 2k+1) =2 k+ 1= 5 +i=14?don
k=0 k=0 k=0

N-1 N

Y (@k+1)P(Y >k) =Y P =i)=E(Y?)

k=0 i=1

Partie I : Inf et Sup

N +1 N?Z -1
2 BU) =" V()=

3.(a) P(T,, < k) = P(Max(Uy,...,U,) < k) =P ﬂ[UZ < k]) et les variables aléatoires

Uy,...,U, sont mutuellement indépendantes :

HP =(P(U, < k)" = (%)n

(b) Comme [T, § k] = [T, < k — 1] U[T,, = k] avec incompatibilité :
P(T,=k)=P(T,<k)—P(T,<k—-1)=(—=) —(——
(T, =)= P(T, < K) ~ P( ) (N) ()

k E\"
4. (a) Pour N > 2 et pour tout k de {1,..., N — 1}, O<N<1etdonc lim (N) =0.

n—-+4o0o

Par somme finie de termes ayant 0 pour limite : VN > 2, lir}rq d,(N) =0.
n—-—+0o0

Cette limite est encore valable pour N = 1 d’aprés la définition de d,,(1).

(b) E(Tn):]VX_:lP(Tn>k) :Nizll—P(Tngk):N—NZ_:lP(Tn < k) =N —d,(N).

On en déduit immédiatement que : lim E(T,)= N.

n—-+00
N-1 N-1 N-1

(c) B(T2) =) (2k+1)P(T, > k) =2 kP(T, > k) + E(T,)) = E(T,)+2) _ k(1 — P(T, < k))

k=0 k=0 k=0
N—-1 E\"™ N-1 L n+1
E(T2Y=N—-d,(N)+ N(N—-1) -2 k(—> —d,(N)+ N? —2N (—)
(T7) (N) ( ) ,; N (N) 2\

E(T?) = —d,(N) + N? —2Nd, +1(N)

Par la formule de Huygens, on obtient :

V(T,) = B(T?) — EA(T,) = —du(N) + N? = 2Ndy 1 (N) = (N = do(N))’
V(T,) = —du(N) = 2Ndy 1 (N) + 2Ndy(N) — &2(N)

V(T,) = (2N = 1)dn(N) — 2Ndy 1 (N) - d2(N)

Avec le résultat de 4a), on a immédiatement : hIJ{l V(T,) =0.
n—-—+0oo
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1"+ 2" 4. .. 4+ (N —=1)"
(d) Soit N >2,V¥n e N*, d,(N)= * +Nn+( )

dop i (N) 1 1" 2mH 4 (N =)
do(N) N 1n42"+ . 4 (N—-1)

Aprés mise en facteur de (N — 1)"*! au numérateur et de (N — 1)" au dénominateur,
dn+1(N) . N-—-1 (7%

On en déduit que

on peut écrire :

d(N) N B
N-2 I n+1 N-2 & n
avec o, = 1+ ; (m) et 6, =1+ ; (m) . Par limite d’une somme
finie, ona: lim «, =1et lim [, =1 ce qui entraine
n—-+00 n—-+o00

dpii(N) N -1

A ) N
T,
On aura donc : :i/( N~ =2N —1—-2N :i:é](\f)) d.(N)

et donc par passage a la limite lorsque n tend vers 400, on obtient directement

V(T _ CoL
nl_l)r_"l_loo LN) 2N —1—-2N(1—-1/N) =1, ce qui signifie que V(T},) ~ d,(N).
5. P(Z, > k) = ﬂU >k:> = [IPW: > k) = (PW, > k)" = (1- P(U, < k)" =
i=1 i=1

N—k

()

On en déduit que P(Z, = k) = P(Z, > k — 1) — P(Z, > k) et finalement P(Z, = k) =
N—(k=D\" (N=k\" [N+1-k\" [(N-k\"

) -G ) =) (%)
Orsike{l,....,N}alors (N+1—k)e{l,...,N} et

P(Zy=k) = P(T,= N +1—k) = P(N +1—T, = k)

On en déduit que Z,, a méme loi que N + 1 — T},, ce qui permet de donner directement
E(Z,) et V(Z,): E(Z,)=E(N+1-T,)=N+1-E(T,) =1+d,(N)
V(Z,) =V(T,) = (2N — 1)d,(N) — 2Nd,;1(N) — d*(N).
6. Voici une proposition de fonction en Scilab :
function T=simulmax(n);
T=max(grand(1,n,’uin’,1,N));
endfunction ;

Partie II. Couple (Inf,Sup)

7. ©,(k,1)=P([T, < k|N|[Z, <1]).
(a) Soit (k,1) € {1,...,N}>.
e Sik < lalors ®,(k,l) = P(T,, < k).Pr,<i(Z, <1).
On sait que si [T}, < k] est réalisé alors [Z, <[] aussi et donc Py, <x(Z, < 1) = 1.

k
On aura donc @, (k,l) = P(T,, < k) = <N>

e Si k > [ alors en utilisant le systéme complet d’événements [[Z, < [],[Z, > []), on
peut écrire : P(T,, < k) = ®,(k, 1)+ P([T, < k| N [Z, > 1]).
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Or [T, <klNn[Z,>1] = ﬂ[l < U; < k], ce qui permet d’écrire : P([T,, < k] N [Z, >

=1

)={PI+1< U <k)" = (Z P, :i)> _ (%)”

i=l+1

et finalement @, (k,1) = P(T,, < k) — P([T, < k| N [Z, > []) = (-)n - (—)n

On a donc : =~

EN\" E—1\" .
(N) —<T> sik>1

En fait la derniére égalité est vraie pour k > [ puisque dans le cas k = [ on retrouve

k/{l
b, (k1) = N
(b) Soit (k,l) €€ {1,...,N}2. Notons Ay, = [T, = k| N [Z, = []. On sait que [T}, < k] =
[T, =klU[T, < k] =T, =k U[T, <k—1] et il y aincompatibilité des événements
des unions précédentes, on en déduit que :
@ (k1) = P([Tn < K]0 [Zy < 1)) = P([Tn = K]0 [Z, < 1)) + P([T < k] 0 [Zn < 1))
Or P([T, <klNn[Z, <)) =P([T, <k—-1]Nn[Z, < l]) =, (k—1,1)
et P([T, =k|N[Z, <I))=P(T, =k, Z,=1)+ P(T, =k|Nn[Z, <l—1])
Or P(IT, =k, Z, <1—1) =, (k,l—-1)— P(T,, < k—1,Z, <1—1) d’ou finalement
D, (k1) = P(Agy) + Pp(k, 1 —1) —P(k—1,1— 1)+ ®,,(k —1,1) Ce qui donne le résultat
voulu : P(Ag;) = @, (k, 1) + @p(k — 1,1 — 1) — &, (k, 1 — 1) — &, (k — 1,1)
(c) e Sik < [ alors il est clair que [T, = k] N [Z, = ]] = @ (le maximum de réels
ne peut pas étre strictement inférieur au minimum des ces réels). On aura donc

P(Ty=k Z,=1)=0

O, (k1) =

n

o Sik=1lalors [T, =k Z,=1=k] = ﬂ[U ; = k], par indépendance des variables

’Il

1
Ur,....Up,ona: P(T, =k Z,=k) = [ [ P(U; =

=1
e Sik>lalorsk—1>1—1,k—12>1et k>1—1. On peut remarquer les égalités
E—1+1\"
données en 7a) et 7b) permettent d’écrire : P(T,, = k,Z, = 1) = <—+)

() () N

8. (a) Par le théoréme de transfert, les variables T,, et Z, étant discrétes finies, on sait que
T, 7, admet une espérance et

Zn)=>_ Y KIP(T, =k Z, =1)

k=1 1=1
D’aprés ce qui a été écrit précédemment, on aura donc

N k-1

ZZklPT_kZ_z+Z—+ZZkzP =k, Z, =1)
k=2 =1 k=1 I=k+1

N ol —1+1 k—1-1 k—1 1 <

;;(m( )+ () 2 (F) ) mnr
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On pose j = k — [, on obtient alors

N N k-1
1 1 . . n . n =T
B(TuZ0) = 55 0 K 5w 2o 2 kh = DG+ 1"+ (= 1)" = 2"]
k=1 k=2 j=1
1 N 1 N N
E(T,Z,) N—Z k2 + WZW(/@" —(k—=1)"—1]— N—Z[k(k —DE" — k2 (k —1)"]
k=1 k=2 k=2
1 N 1 N 1 N 1 N L n+1 N L n+1
_ 2 2 n+1l __ _
BTLZ,) = > K- Ko i = ey () -V (§)

Si N =1alors E(1,,Z,) =1= N(1+d,1(N)).

N-1 n+1
k
SiN > 2, alors E(T,Z,) = N+ NY_ |~ t finalement :
i alors E( ) + 2 (N) et finalemen

VYN >1, E(T,Z,) = N1+ dyi(N))

(b) On déduit de ce qui précéde que pour N > 2 : Cov(T,,, Z,) = E(T,,Z,) — E(T,,)E(Z,) =
N+ Nd,11(N) — (N —d,(N))(1 4+ d,(N))

Cov(T,, Z,)  Cou(T,,Z,) Ndys1(N)~+d,(N)— Nd,(N)+d2(N)
. - . dn—l—l(N)
Onavuque V(T,) ~ d,(N),on aura donc nl_l}rfoo Pn = ngrfoo <N (V) +1—- N+ dn(N)).

Or lim dnir (V) _ N -1

et lim d,(N) =0, donc finalement lim p, =0

n—-+o0o dn(N> o N n—-+oo n—-+oo
PT,=k Z,=1)
9 (&) Pr=n(Zn =1) = P(T, = k)
Par les résultats de la question 7 et le résultat de la question 3 on a immédiatement :
(0 sik<l
1
——sik=1

(k—1l-1)"4+(k—-1+1)"=2(k—-0)"

1k >1
k:”—(k—l)” Sl K >

\

b) De ce qui précéde, on tire : £ (Z, /T, = k|) = IPr —1(Z, =1) On aura donc
(Trn=k]

WE

-0

-1

k 1 Wk—=1—1"4(k—-14+1)"=2k—-01")

k1) R (k1)
Onpose j=k—letona:

E (Zn/[Tn = k]) =

k—1

k 1
E(Z,/|T, =k]) = k—j T+ 1) — 25" = 1)"
Et en utilisant les résultats donnés a la question 8, on obtient :

k 1
E(Z,/|T,=k]) = E(k" —(k—1)"—=1)— (k- 1Dk™ — k(k—1)"

(2u/1T = H) = iy ey (O — 0= 0" = 1) = (0 = DR = k(= 1))

Apres simplification, on a : F (Z, /[T, = k]) = m

Partie II1. Prévision
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Pour t = (t1,...,t,) € RY, on pose Wi(T, Ztk]‘[Tn

10. ([T, = i])1<i<n est un systéme complet d’événements, on en déduit par la formule des proba-
N

bilités totales que : P(Wy(T},) = t;,) = ZP (W(To) = ] N [T = i]) = Y P(Ty, = i) Py (Wi(T2,) = k)
i=1
Or pour i et j dans {1,...,N} avecz%], T, = klN[T, =i = © et donc Yw € [T,, = 1,
N

w) = th]-[Tn:j] (w) = t;, ce qui signifie que si [T,, = i| est réalisé avec i # k alors

0 si ti 7é tk

1si ti = tk

On va ici supposer que si @ # k alors t; # t; pour obtenir 1’égalité demandée sinon cela ne
fonctionne pas.

[(Wi(T) = t;] est réalisé et donc : Pp,—jg(W(T5) = t) = {

N
On aura donc P(W((T,,) =t) = P(T,, = k).1 + Z P(T,=1).0=P(T, =k)
i#k,i=1

11. Par la formule de Iespérance totale, puisque (|7}, = i])1<i<n est un systéme complet d’éve-
nements et que X, 41 = Tp4117,—4 est une variable aléatoire discréte finie avec X, 41(§2) C

N
{0,1,....,N} ,ona: E(Xp11) = E(Thi1lig,=y) = Z E(To1lir,=n/[Tn = 1]).P(T, = 7)

e Pour i dans {1,..., N} sii # k alors

EXp/[To=1)= > aPg—j(Xns1 =) =Y 2Pr—i(Tuirlig,—y = x)
IGXn+1(Q) x=0
D’aprés le systéme complet d’événements, Vw € [T, = 4], 1jp,—x(w) = 0 alors

Osiz=#0
P[Tn:i] <Tn+11[Tn:k} - .T}) - { 1six i 0

ce qui entraine Vi # k, E(X,1/[T, =1]) =0
N

N
o Sii=kalors E(Xyn /[T =k]) =) aPr,—i(Xpp1 =2) = 2Pr,—(Xns1 = ) et
=0 r=1

Vw e [T, = k|,  Xpi1(w) = Thi1(w), done
N

E(Xuia /[T = K)) = 3 Py (Tus = @) = E(Tya /[T = )

r=1
et donc finalement

E(Tn-i-ll[Tn:k]) = P(Tn = k)E(Xn—f—l/[Tn = k]) +0= P(Tn = k)E(Tn-i-l/[Tn = k])
12. (a) Soit (k,7) € {1,..., N}, Tpy1 = Sup(T,, Upy1) = Max(T,, Upyq), on a donce :

e Sij < k alors P([T =klN[T1 =j]) =0,

e Si j > k alors par indépendance des variables Uy, ..., U,, U, :
P([T, = KN [T = j]) = i)([Tn = kN [Ungl —(7]1) 153(Tn = k)P(Uns1 = j)
P(Lu=K N0 [T =) = yP(Th=k) = —Fg——

e Si j = k alors
P([T = K]0 [Ty = j]) = P([Tn = K]0 [Upsr <E)P(T = k)P(Uniy < k)

P(T, = KO [T = ) = P(Ty = k)i = 2 — (6 — 1y

N Nn+1
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(b) On en déduit que

(0 sij<k
. P(T, = kN [T =7]) ﬁ —
P[Tn:k]<Tn+1:j>: P(Tn:k;l = N sij=k
— sijg>k
\
(¢) On en déduit alors :
N N
K K2 (N —k)(k+1+N)
( n+l/[T _k JZIJPTn k](Tn+1—]):— NZ :N+ o
N+1 k2 k
E(Ton /[T =k)=—+— — —

2 2N 2N
(d) Par la formule de l'espérance totale, on obtient :

Tos1) Z P(T, = k).E(T,+1/[T, = k]) En utilisant le résultat de la question pré-

cédente, on peut decomposer en :

N+1 1 <
2pp — _
E(Ty1) = EPT_k+—§zc iﬁgf”ﬂ‘“
N+1 1
Ce qui donne : E(T}4+1) = T+ + — 5N (E(T?) — E(T))

13. Par développement d’une somme de termes élevé au carré, on a :

N
" )2:<Ztk1m ) Ztk n=)?+2 Y titiln,=glm=s

1<i<j<N

Or (Lig,=x)* = =i Lip=n = 1H% Wn(ra=k = lm,=k et pour i < j lp,—ydm=y =
17, —jnm,=j = 0 on rappelle que ([T}, = k])1<k<y est un systéme complet d’événements, les
événements sont donc deuX a deux incompatibles.

Finalement (W;(T, Ztkl[Tn k]

14. Soit g telle que V(t4, ... ,tN) e RN g(t1,...,tn) = E((Thy1 — Wi(T}))?)

(a) En appliquant la formule de I'espérance totale avec le systeme complet ([T, = k])1<k<n,

E:E Tyir —Wi(T )T = k]) P(T, = k) E:E 2 —20ity+t2) P(T,, = k)

On obtlent la formule voulue en remarquant que :
T2 — 20kt + 6 = (tx — 0)* + E(T2,,) — 0}
N
Mmyﬂﬂzi}%—@)ff—k+§: T2,.) — 63)P(T, = k)
k=1
(b) Comme la deuxiéme somme est constante (indépendante de t), le minimum de g est
atteint quand la premiére somme est minimum. Or cette somme est positive, et nulle
uniquement pour Vk,t, = 6, donc pour t = 6.
Le minimum global de g sur RY est atteint au point 6 (uniquement).

15. Par linéarité de I'espérance, on a :
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) =Y 0B m,—x) = > E(Tua/ [T = K)P(T, = k) = E(T,41)
Par la formule ae Huygens, on a fc=1
V(Wy(T,)) = E (WF(T,) — (E(Wo(T,)))* = E (Wi (T,)) — B(T2,)
V(Wo(T) = E(WH(Tn)) — E(T741) + V(Tora)
Or g(0) = E(T7,,) — 2E(T, 1 We(T)) + E(WF(T5))
et par le résultat de la question 11, on a :

E(T 1y Wy(T, Zek Toiilig,—i) = Y _0iP(T, = k) = E(W§(T,)) (résultat 13)
k=1

donc g(0) = E(T13+1> E(W3(T)) et V(Wy(Tp)) = V(Tosa) — 9(6),
mais par définition g(0) = E ((T,,s1 — We(T},))?) = 0, donc V(Wy(T},)) < V(Tpi1)
16. (a) Soit w € €2, puisque ([T}, = j])1<j<n est un systéme complet d’événements, il existe un
unique j € {1,..., N} tel que T;,(w) = j. On en déduit que si k # j alors 1, —g(w) = 0,
N

et donc Z kil[Tn:k} (w) = jil[Tn:ﬂ (w) = j = TZ(W)-

k=1
N
Finalement : Vw € Q, TZ Z k! 1Tn—k] , donc Z kilTn:k] = Tf;.
k=1
N+1 k? k
b) P k 1,....N}, 0, =E(T,1/|T, =k]) = — + — — —.
(b) Pour k€ {1,...., N}, b = B(Tuin /[T, = ) = +2N o
N
N+1 1
On en déduit Wy(T, Z Oz, =k = T - 17, =g —l— Z k> i, =k — IN ; k17, —
N+1 1
Ce qui donne avec le résultat précédent : Wy(T,,) = T+ ﬂ(Tﬁ —T,).

Partie IV Estimation

17. (a) D’apres 4(b), E(T,,) tend vers N lorsque n tend vers +oc.
(b) D’apres 4(c), V(T,,) tend vers 0 lorsque n tend vers +oo.

(c¢) Lorsque n devient grand, 7, se comporte quasiment comme une variable d’espérance N
et de variance nulle, soit une variable constante égale a N : lorsque n devient grand, 7;,
prend une valeur proche de N, donc fournit une estimation de N.
18. (a) Par indépendance des variables Uy, ..., U,, et d’aprés la loi U, on a :

n

V(u,. .. up) € {1,..., N}V P(ﬂ —ul> HP —ul—]\}n.

i=1
(b) Par définition d’une probabilité conditionnelle, on a :

P[Tn:k] (ﬂ[Uz = U,Z]> = i=1 .

L P(T, = k)
Orsiwu; ¢ {1,...,N} alors [U; = u;] = © et par la définition de T,, si maz(u;) # k alors
Ui =w]N [T, =k =

=1

Sivie{l,...,n} et maz(u;) =k alors (][UZ =u| N[, =k = ﬂ[Ul = u;| d’ou

i=1 =1
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( n
i i - 1 . -
P, =) (ﬂ[Uz = u,]) =3 P(T, = k) (k1) sil<wu; <N etmaz(u) =k
i=1
[ O sinon
kn-l—l _ k, -1 n+1
19. On pose S, =T, + Z, — 1 et ¢, (k) = . Ek — 1;n
(a) S, est une variable aléatoire fonction, indépendante de N, du n-échantillon iid (Uy, ..., U,)

de la loi U. De plus E(S,) = E(T,)+ E(Z,) —1 =N —d,(N)+1+d,(N)—1=N.
On en déduit que 5, est un estimateur sans biais de V.
(b) S, est une variable aléatoire discréte finie alors pour k € {1,..., N}
E(Sn/[Tn = k]) = E(Tn/[Tn = k]) + E(Zn/[Tn = kD - L
N
On a calculé E(Z,/[T,, = k|) dans la question 9b) et E(T,,/[T,, = k]) = Z iPrry—i) (T, = 1) = F,

i=1

d’ou
s - K

(¢) ¥n(T,) est une variable aléatoire ne dépendant pas de N, qui, par le théoréme de transfert
(T,,(22) est inclus dans le domaine de définition de 1,,), admet une espérance et
N N
kn+1 _ (k _ 1)n+1
Bn(T) = 3 v P(r, =) = 3 (F =)
k=1

k=1

Par télescopage, il reste : E(¢,(T},)) = =

(d) On pose ¢, (k) = E(S?/[T,, = k]) pour k entier compris entre 1 et N.
Soit la fonction f: A — E((S, — \)?/[T,, = k]), il est clair que f est a valeurs positives
et par linéarité de lespérance on a : f(A\) = o, (k) — 2\, (k) + A2
donc en particulier 0 < f(¥,(k)) et f(n(k)) = ©n(k) — 2 (k) donc ¥2(k) < v, (k).
On en déduit, par produit par un terme positif et par somme, que :

N n
Zzbi(k‘)P(Tn =k) < Z on(k)P(T,, = k) Ce qui donne, par le théoréme de transfert
k=1 k=1

et la formule de I'espérance totale : F(¢2(T,)) < E(S?).
Or E(¢,(T,) = N = E(S,) alors par la formule de Huygens, on a : V(¢,,(T,)) < V(S,).

(e) Par formule sur la variance d’une somme de variables aléatoires, on a :
V(S,) = V(T,) + V(Z,) +2Cov(Z,, T,)
On avu V(Z,) = V(T,) et on a calculé Cov(T,, Z,) dans la question 8b), on a donc
V(S,) =2((2N = 1)d,(N) — 2Nd,11(N) — d2(N) + Ndps1(N) + d(N) — Nd, (N + d2(N))
V(Sn) = Ndn(N) = Ndn1(N) = N(dn(N) = dpsa (N))
On en déduit que lim V(S,) =0 et puisque 0 < V(¢,(T},)) < V(S,), par théoréme

n——+0o0
d’encadrement, on a aussi liril V(Y (T,)) = 0.
n—-+0o0

(¥ (T,)) est une suite d’estimateurs de N sans biais dont la variance tend vers 0 lorsque
n tend vers 400, on sait alors (par inégalité de Bienaymé-Tchebychev :

T,
Ve >0, P(|¢n(T,)—N|=¢)< V(wn—gn))), que la suite d’estimateurs de N (¢,,(7T},))
£
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est convergente.

est un estimateur sans biais du paramétre N. On pose pour k entier compris entre 1 et

D Ju(R) = E(Rn /[T = k).

On va supposer ici que R, admet une variance, alors en utilisant la fonction positive
A= E((R, — \)?/[T,, = k]) comme fait en question précédente, on trouve :

VAeER, 0K E((R,—N?/[T,=k]) =X —=2\f,(k)+ E(R?/[T, = k]

et pour A = f,(k), on a :

Vke{l,....,N}, 0< —fu(k)*+ E(R}/IT, = k]).

Par produit par P(T,, = k) > 0 puis par somme pour k allant de 1 & N, on obtient avec

N
la formule de 'espérance totale : 0 < — Z fu(R)?P(T, =k) + E(R?),
k=1

et par le théoréme de transfert : 0 < F(R2) — E(fX(T,)) (%).

Toujours par le théoréeme de transfert et la formule de ’espérance totale, on a
N

E(f.(T,)) = Z fu(k)P(T, = k) = E(R,) = N, d’ou finalement par la formule de Huy-
k=1

gens ot (x), on a: 0 < V(fu(Th)) — V(Ry).
N

On suppose que pour tout N € N*, E(F(T,,)) = N = Z F(k)P(T,, = k). Montrons par
k=1

récurrence sur k € N*, que F(k) = 1, (k).

On rappelle que E(¢,(T,,)) = N.

En prenant N =1, N = E(F(T,)) = Y _ F(k)P(T, = k) = F(1) et

E(@n(Ty)) = N =Y ¢u(k)P(T,, = k) = (1), donc F(1) = 1, (1).

N

Supposons que pour k fixé dans N*, on ait Vi € {1,...,k} F(i) = ¢,(7).
En prenant N =k + 1, on aura

N =E(F(T,)) =Y FO)P(T,=i)=Y ¢,(i)P(T, =i)+ F(k+1)P(T, = k+1),

et par application de '’hypothése de récurrence faite ci-dessus, on a :

N =E(F(T,)) = EW.(T,)) —tn(k+ 1)P(T, =k + 1)+ F(k+ )P(T, =k + 1),
N=N+P(T,=N)(F(k+1)—¢,(k+1)).

Or P(T,, = N) # 0, donc F(k+ 1) =1, (k + 1). ce qui termine la récurrence :

On a ainsi : Vk € N*,  F(k) = ¢, (k).

Ce qui donne bien str : VN € N*, Vk e {1,...,N}, F(k) = ¢, (k).

Soit R, une variable d’espérance N, par le résultat 20a) et 20b), on a f,(7,) a pour
espérance N et donc Vk € {1,...,N}, f.(k) = 1,(k). ce qui entraine :

Vw e Q,  fu(Th(w)) = ¥ (Th(w)) ce qui signifie que f,,(T5,) = 1, (T,,) et on a :
V) S V(R ot V(fulT)) = V(ba(T)) done V(n(T,) < V(Ra).

¥, (T,) est donc une variable d’esprance N optimale, on dit c’est un « estimateur sans
biais de N optimal » (de variance minimale).



