
Maths I. HEC 2011. Marie-Anne Hargé.

Partie I.

1. Exemple 1.

a) J2 = 3J .

On en déduit que X2 − 3X est un polynôme annulateur de J̇ . Comme Sp (J) est inclus dans l’ensemble des racines de
X2 − 3X, on en déduit que les valeurs propres possibles de J sont 0 et 3.

Or J




1
−1
0



 = 0, J




1
1
1



 = 3.




1
1
1



 , et




1
−1
0



 et




1
1
1



 sont deux vecteurs non nuls, donc 0 et 3 sont valeurs

propres de J.

Conclusion : Sp (J) = {0, 3} .

b) A = 1
2J − 1

2I , donc A− λI = 1
2J −

�
1
2 + λ

�
I = 1

2 (J − (1 + 2λ) I) .

[λ est valeur propre de A ] ⇔ [A−λI non inversible ]⇔ [ 1+2λ est valeur propre de J ]⇔ [ 2λ+1 = 0 ou 2λ+1 = 3 ]

Donc Sp (A) =
�
−1
2 , 1

�
et ρ (A) = 1 .

c) Soit n ∈ N∗. On montre par récurrence que ∀k ∈ N∗ Jk = 3k−1J et on a J0 = I. (∗)

An =
1

2n
(J − I)n

=
1

2n

n	

k=0



n

k

�
(−1)n−k Jk [ Newton car J et − I commutent ]

=
1

2n

�

(−1)n I +
n	

k=1



n

k

�
(−1)n−k 3k−1J




[ d’après (∗) ]

=
1

2n

�

(−1)n I + 1

3

�
n	

k=0



n

k

�
(−1)n−k 3kJ − (−1)n J

�


=
1

2n

�
(−1)n I + 1

3
[(−1 + 3)n − (−1)n]J

�

Donc, par Newton,

An =
��
−1
2

�n
I + 1

3

�
1−

�
−1
2

�n�
J
�
.

Posons, pour n ∈ N∗, αn = 1
3

�
1 + 2

�
−1
2

�n�
et βn = 1

3

�
1−

�
−1
2

�n�
.

On a donc ∀n ∈ N∗, An =




αn βn βn
βn αn βn
βn βn αn



 .

On en déduit que, ∀k ∈ [[1, 3]]
3�

j=1
|ak,j (n)| = |αn|+ 2 |βn| =

���1
3

�
1 + 2

�
−1
2

�n���+ 2
��1
3

�
1−

�
−1
2

�n����

Or
���−1

2

�n�� � 1
2 car n � 1, donc 1 + 2

�
−1
2

�n
� 0 et 1−

�
−1
2

�n
� 0,

donc ∀k ∈ [[1, 3]]
3�

j=1
|ak,j (n)| =

�
1
3

�
1 + 2

�
−1
2

�n�
+ 2

3

�
1−

�
−1
2

�n��
= 1

Donc N (An) = 1 .

d) Or
��−1

2

�� < 1, donc lim
n→+∞

�
−1
2

�n
= 0,
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donc lim
n→+∞

αn = 1
3 = lim

n→+∞
βn = 1

3 .

Donc lim
n→+∞

An = 1
3J . Donc M = 1

3J, et rg (M) = rg (J) = 1 .

De plus, M2 = 1
9J

2 = 1
93J =M donc M est un projecteur de R3 .

2. a) A est une matrice triangulaire, donc ses valeurs propres sont ses éléments diagonaux, donc Sp (A) = {1, 1 + i, 1− i} .

A admet 3 valeurs propres distinctes et A ∈M3 (C) , donc A est diagonalisable .

|1 + i| = |1− i| =
√
2, donc N (A) = max (1, 1 + |1 + i| , |1− i|) ,

donc N (A) = 1 +
√
2 et ρ (A) =

√
2 .

b) Dans toute la suite, on notera, pour λ valeur propre de A, Eλ (A) = ker (A− λI) le sous-espace propre associé à λ.

On pose C1 =




1
0
0



 et C2 =




0
1
0



 . On a AC1 = C1 avec C1 �= 0 et AC2 = (1 + i)C2 avec C2 �= 0,

donc C1 est un vecteur propre associé à 1 et C2 est un vecteur propre associé à 1 + i.

Or A admet 3 valeurs propres distinctes et A ∈M3 (C) , donc les sous-espaces propres de A sont de dimension 1.

Donc E1 (A) = V ect (C1) et E1+i (A) = V ect (C2) .

Soit




x
y
z



 ∈M3,1 (C) . A




x
y
z



 = (1− i)




x
y
z



⇔
�
x = (1− i)x
(1 + i) y + z = (1− i) y ⇔

�
x = 0
z = −2iy .

Donc E1−i = V ect (C3) où C3 =




0
1
−2i



 .

Comme A est diagonalisable, on aM3,1 (C) = E1 (A)⊕E1+i (A)⊕E1−i (A) . C =(C1, C2, C3) est obtenue en juxtaposant

une base de chacun des sous-espaces propres, d’où C =(C1, C2, C3) est une base deM3,1 (C) formée de vecteurs propres de A .

c) Soit n ∈ N∗.Notons P la matrice de passage de la base canonique deM3,1 (C) à la base C.On a P =




1 0 0
0 1 1
0 0 −2i



 .

Le théorème de changement de bases donne A = PDP−1, où D = diag (1, 1 + i, 1− i) .
P est une matrice de passage, donc P est inversible. Par Gauss, on transforme simultanément P et I, en effectuant à
la première étape l’opération L2 ← 2iL2 + L3, et à la deuxième étape L2 ← 1

2iL2 et L3 ← − 1
2iL3. Par ces opérations,

P est transformée en I et I est transformée en P−1. On obtient P−1 =




1 0 0
0 1 1

2i
0 0 − 1

2i



 .

Enfin, on pose, pour k ∈ N∗, l’hypothèse de récurrence Hk : ”Ak = PDkP−1”.
On a déjà vu que le rang 1 était vérifié.
Soit k ∈ N∗. On suppose Hk vraie. Alors Ak+1 = AkA =����

par Hk

PDkP−1A =����
par H1

PDkP−1PDP−1 = PDk+1P−1.

Donc Hk+1 est vérifiée.
Donc, par récurrence, ∀k ∈ N∗, Ak = PDkP−1.

D’où ∀n ∈ N∗, An =




1 0 0
0 1 1
0 0 −2i








1 0 0
0 (1 + i)n 0
0 0 (1− i)n








1 0 0
0 1 1

2i
0 0 − 1

2i



 .

Après calculs, on a ∀n ∈ N∗, An =




1 0 0
0 (1 + i)n 1

2i [(1 + i)
n − (1− i)n]

0 0 (1− i)n



 .
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De plus, pour n ∈ N∗, ρ (An) = max (1, |1 + i|n , |1− i|n) =
�√

2
�n
et [ρ (A)]n =

�√
2
�n.

Conclusion : ∀n ∈ N∗, ρ (An) = [ρ (A)]n .

d) Soit n ∈ N∗. N (An) = max
�
1, |1 + i|n + 1

|2i| |(1 + i)
n − (1− i)n| , |1− i|n

�
.

1 + i =
√
2
�√

2
2 + i

√
2
2

�
=
√
2ei

π
4 et 1− i =

√
2e−i

π
4 .

Donc (1 + i)
n−(1− i)n =

�√
2
�n �
ei

nπ
4 − e−inπ4

�
=

�√
2
�n×2i sin

�
nπ
4

�
, doncN (An) = max

�
1,
�√

2
�n �

1 +
��sin

�
nπ
4

���� ,
�√

2
�n�

Donc N (An) = 2
n
2

�
1 +

��sin
�
nπ
4

���� .

On en déduit que [N (An)]1/n =
√
2
�
1 +

��sin
�
nπ
4

����1/n =
√
2 exp

�
1
n ln

�
1 +

��sin
�
nπ
4

����� .

On pose γn = ln
�
1 +

��sin
�
nπ
4

���� . On a ∀n ∈ N∗, 0 � γn � ln 2.

lim
n→+∞

1
n = 0 et (γn)n∈N∗ est bornée, donc lim

n→+∞
1
n ln

�
1 +

��sin
�
nπ
4

���� = 0, donc lim
n→+∞

[N (An)]
1/n

=
√
2 , par

continuité de l’exponentielle en 0.

On en déduit que lim
n→+∞

[N (An)]
1/n

= ρ (A) .

Partie II.

3. AX = λX, donc, ∀k ∈ [[1, p]] ,
p�

j=1
ak,jxj = λxk.

Pour k = k0, on obtient alors :
p�

j=1
ak0,jxj = λxk0 . Donc, par l’inégalité triangulaire, |λ| |xk0 | �

p�

j=1
|ak0,j | |xj | .

Or ∀j ∈ [[1, p]] , |xj | � |xk0 | , donc puisque les |ak0,j | sont positifs, ∀j ∈ [[1, p]] , |ak0,j | |xj | � |ak0,j| |xk0 | ,

et en sommant,
p�

j=1
|ak0,j | |xj | �

�
p�

j=1
|ak0,j |




|xk0 | .

Donc, |λ| |xk0 | �
�
p�

j=1
|ak0,j |




|xk0 | et comme |xk0 | > 0, |λ| �
�

p�

j=1
|ak0,j |




� max
1�k�p

p�

j=1
|ak,j | = N (A) .

On a donc clairement 0 � max
λ∈Sp(A)

|λ| � N (A) , et 0 � ρ (A) � N (A) .

4. a) On prouve par récurrence que ∀n ∈ N∗, AnX = λnX.

Comme X est non nul (c’est un vecteur propre de A), on a bien λn est une valeur propre de An .

Pour toute valeur propre λ de A, on a donc |λn| � ρ (An) , ou encore |λ|n � ρ (An) . C’est encore vrai pour λ telle que
|λ| = ρ (A) ,
donc ρ (A)n � ρ (An) .

b) On suppose de plus dans cette question que µ �= 0. On pose P (X) = Xn − µ.
Soit x ∈ C. [x est racine de P ] ⇔ [xn = µ ] ⇔ [ ∃i ∈ [[0, n− 1]] x = αi ]

Or les αi, 0 � i � n− 1 sont deux à deux distincts, P est unitaire et deg (P ) = n, donc on a trouvé toutes les racines
de P et elles sont simples.

Donc P (X) =
n−1�

j=0
(X − αj) .

Donc P (A) =
n−1�

j=0
(A− αjIp) , c’est-à-dire An − µIp =

n−1�

j=0
(A− αjIp) .
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c) Supposons que ∀j ∈ [[0, n− 1]] , αj ne soit pas valeur propre de A.

Alors ∀j ∈ [[0, n− 1]] , A − αjIp est inversible, donc
n−1�

j=0
(A− αjIp) est inversible, donc An − µIp est inversible, et on

aboutit à une contradiction, puisque µ est une valeur propre de An.

Donc, ∃j0 ∈ [[0, n− 1]] αj0 est une valeur propre de A .

d) |αj0 | � ρ (A) par définition. Or µ = αnj0 , donc |αj0 |
n = |µ| , donc |αj0 | = |µ|1/n = (ρ (An))1/n ,

donc (ρ (An))1/n � ρ (A) .

La fonction x �→ xn étant croissante sur R+, on en déduit ρ (An) � (ρ (A))
n
. On déduit de 4.a) que ρ (An) = (ρ (A))

n
.

On a vu à la question 3. que pour toute matrice A deMp (R) , on a 0 � ρ (A) � N (A) , donc en appliquant ce résultat
à An, on a :

0 � ρ (An) � N (An) . Comme x �→ x1/n est croissante sur R+, on a 0 � (ρ (An))1/n � (N (An))1/n ,

donc 0 � ρ (A) � (N (An))1/n

5. ∀n ∈ N∗, 0 � N (An) = max
1�k�p

p�

j=1
|ak,j (n)| �

p�

k=1

p�

j=1
|ak,j (n)| .

Or ∀ (k, j) ∈ [[1, p]]
2
, lim
n→+∞

|ak,j (n)| = 0 puisque lim
n→+∞

An = 0, donc puisque le nombre de termes de la somme ne

dépend pas de n, lim
n→+∞

p�

k=1

p�

j=1

|ak,j (n)| = 0.

En utilisant le théorème d’encadrement, on a donc lim
n→+∞

N (An) = 0 .

Or ∀n ∈ N∗, 0 � (ρ (A))n � N (An) par la question 4.d), donc à nouveau par le théorème d’encadrement,

lim
n→+∞

ρ (A)n = 0.

Avec les résultats sur les suites géométriques, on en déduit que |ρ (A)| < 1. Comme ρ (A) � 0, on a donc ρ (A) < 1 .

6. a) On suppose dans cette question que ρ (A) < 1.

A est diagonalisable dans C, donc ∃P ∈ Glp (C) , A = PDP−1, où D = diag (λ1, λ2, . . . , λp) .

Donc ∀n ∈ N∗, An = PDnP−1, et Dn = diag
�
λn1 , λ

n
2 , . . . , λ

n
p

�
.

Or, pour j ∈ [[1, p]] , ∀ n ∈ N∗, 0 � |λj |n � ρ (A)n et lim
n→+∞

ρ (A)n = 0 car 0 � ρ (A) < 1. Donc par encadrement,

∀j ∈ [[1, p]] , lim
n→+∞

|λj |n = 0.

On en déduit que lim
n→+∞

Dn = 0, et avec les propriétés de l’énoncé sur la limite d’un produit de matrices, lim
n→+∞

An = 0 .

b) Avec les mêmes notations qu’au a), on a Aε = P∆P−1, où ∆ = 1
ρ(A)+εD = diag

�
λ1

ρ(A)+ε ,
λ2

ρ(A)+ε , . . . ,
λp

ρ(A)+ε

�
.

Les valeurs propres de Aε sont les
λj

ρ(A)+ε , j ∈ [[1, p]] , donc ρ (Aε) = max
j∈[[1,p]]

|λj |
ρ(A)+ε =

max
j∈[[1,p]]

|λj |

ρ(A)+ε = ρ(A)
ρ(A)+ε < 1 car ε > 0.

Donc ρ (Aε) < 1 .

D’après 6.a), on en déduit que lim
n→+∞

(Aε)
n = 0, puis d’après la question 5. que lim

n→+∞
N (Anε ) = 0 .

Par définition de la limite, on a ∀α > 0, ∃n0 ∈ N∗, ∀n � n0, |N (Anε )| � α.
En prenant α = 1, on a bien ∃n0 ∈ N∗, ∀n � n0, N (Anε ) � 1 .

c) Soit n ∈ N∗. On a A = (ρ (A) + ε)Aε, donc A
n = (ρ (A) + ε)nAnε .
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On pose alors, pour (k, j) ∈ [[1, p]]2 , An = (ak,j (n))1�k�p
1�j�p

et Anε = (bk,j (n))1�k�p
1�j�p

.

On a pour (k, j) ∈ [[1, p]]2 , ak,j (n) = (ρ (A) + ε)
n
bk,j (n) .

Donc, pour k ∈ [[1, p]] ,
p�

j=1
|ak,j (n)| = (ρ (A) + ε)n

p�

j=1
|bk,j (n)| car ρ (A)+ ε > 0, donc N (An) = (ρ (A) + ε)nN (Anε ) .

d) Avec 6.b) et 6.c), ∃n0 ∈ N∗, ∀n � n0, N (An) = (ρ (A) + ε)nN (Anε ) � (ρ (A) + ε)n car N (Anε ) � 1.

Donc ∃n0 ∈ N∗, ∀n � n0, (N (An))1/n � (ρ (A) + ε) car la fonction x �→ x1/n est croissante sur R+.

Comme, par la question 4.d), ∀n ∈ N∗, (N (An))1/n − ρ (A) � 0, on en déduit :

∃n0 ∈ N∗, ∀n � n0, 0 � (N (An))
1/n − ρ (A) � ε . Donc ∃n0 ∈ N∗, ∀n � n0,

���(N (An))
1/n − ρ (A)

��� � ε

Ceci étant vrai pour tout ε > 0, la définition de la limite donne : lim
n→+∞

(N (An))1/n = ρ (A) .

Partie III.

7. On pose, pour n ∈ N∗, l’hypothèse de récurrence : Hn : ”∀ (k, j) ∈ [[1, p]]
2
, 0 � bk,j (n) � ak,j (n) ”.

H1 est vérifiée par hypothèse;
Soit n ∈ N∗. On suppose Hn vraie.

Alors pour (k, j) ∈ [[1, p]]2 , bk,j (n+ 1) =
p�

l=1

bk,l (n) bl,j .

Or, pour (k, j) ∈ [[1, p]]2 , pour l ∈ [[1, p]] , 0 � bk,l (n) � ak,l (n) (par Hn) et 0 � bl,j � al,j (par hypothèse).
En multipliant membre à membre des inégalités positives,

on a ∀ (k, j) ∈ [[1, p]]2 , ∀l ∈ [[1, p]] , 0 � bk,l (n) bl,j � ak,l (n) al,j ,

et, en sommant, ∀ (k, j) ∈ [[1, p]]2 , 0 � bk,j (n+ 1) �
p�

l=1

ak,l (n) al,j = ak,j (n+ 1) , et Hn+1 est vraie.

Par récurrence, on a bien ∀n ∈ N∗, ∀ (k, j) ∈ [[1, p]]2 , 0 � bk,j (n) � ak,j (n) .

Soit n ∈ N∗.Pour k ∈ [[1, p]] ,
p�

j=1
|bk,j (n)| =

p�

j=1
bk,j (n) �

p�

j=1
ak,j (n) =

p�

j=1
|ak,j (n)| ,

donc ∀k ∈ [[1, p]] ,
p�

j=1
|bk,j (n)| � max

k∈[[1,p]]

p�

j=1
|ak,j (n)| � N (An) , donc max

k∈[[1,p]]

p�

j=1
|bk,j (n)| � N (An) .

Donc ∀n ∈ N∗, N (Bn) � N (An) .

Toujours par la croissance sur R+ de x �→ x1/n, on a ∀n ∈ N∗, (N (Bn))1/n � (N (An))1/n .

Comme lim
n→+∞

(N (Bn))1/n = ρ (B) et lim
n→+∞

(N (An))1/n = ρ (A) , on peut passer à la limite dans l’inégalité précédente

et on a ρ (B) � ρ (A) .

8. On a donc N (A) = s, puisque les coefficients de A sont positifs.

De plus, en notant Z =






1
1
...
1





, on a AZ = sZ et Z �= 0, donc s valeur propre de A.

Donc s = |s| � ρ (A) �����
par 3.

N (A) = s, donc ρ (A) = s .
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9. On sait déjà que ρ (A) � N (A) .

Si σ = 0, l’inégalité est claire. On suppose maintenant σ > 0, et on pose, pour k ∈ [[1, p]] , σk =
p�

j=1
ak,j .

On a donc ∀k ∈ [[1, p]] , σ � σk.

Posons alors B = (bk,j)1�k,j�p avec pour (k, j) ∈ [[1, p]]2 , bk,j =
σ
σk
ak,j . On a ∀ (k, j) ∈ [[1, p]]2 , 0 � bk,j � ak,j .

Par la question 7., on en déduit que ρ (B) � ρ (A) .

Or B est une matrice positive non nulle qui vérifie ∀k ∈ [[1, p]] ,
p�

j=1
bk,j = σ

σk

p�

j=1
ak,j = σ, donc par la question 8.,

ρ (B) = σ.

Donc σ � ρ (A) � N (A) .

10. a) ∆X est une matrice diagonale dont les éléments diagonaux xk, 1 � k � p, sont strictement positifs, donc non nuls,

donc ∆X est inversible .

A∆X = (ak,jxj)1�k,j�p et ∆−1
X A∆X =

�
ak,j

xj
xk

�

1�k,j�p
.

b) ∆−1
X A∆X est une matrice positive et non nulle d’après l’expression de la question 10.a)

et d’après la question 9., min
1�k�p

p�

j=1

���ak,j
xj
xk

��� � ρ
�
∆−1
X A∆X

�
� max
1�k�p

p�

j=1

���ak,j
xj
xk

��� .

A et ∆−1
X A∆X sont semblables, donc ont même valeurs propres donc ρ (A) = ρ

�
∆−1
X A∆X

�
.

Comme A est une matrice positive et X > 0, on en déduit : min
1�k�p

1
xk

p�

j=1
ak,jxj � ρ (A) � max

1�k�p

1
xk

p�

j=1
ak,jxj .

c) Supposons qu’il existe β � 0 tel que βX < AX.

Par définition, on a pour tout k ∈ [[1, p]] , βxk <
p�

j=1
ak,jxj , donc pour tout k ∈ [[1, p]] , β < 1

xk

p�

j=1
ak,jxj .

D’où β < min
1�k�p

1
xk

p�

j=1
ak,jxj , donc β < ρ (A) .

Partie IV.

11. a) A > 0 donc A est une matrice positive non nulle, et par la question 9., ρ (A) � σ = min
1�k�p

p�

j=1
ak,j ..

Comme ∀ (k, j) ∈ [[1, p]]
2
, ak,j > 0, on a σ > 0, donc ρ (A) > 0 .

b) |AX| =
������

p�

j=1
ak,jxj

�����

�

1�k�p

. et A |X| =
�

p�

j=1
ak,j |xj |

�

1�k�p

.

Or, ∀k ∈ [[1, p]] ,

�����

p�

j=1
ak,jxj

�����
�����

inégalité triangulaire

p�

j=1
|ak,j | |xj | �����

ak,j>0

p�

j=1
ak,j |xj | , donc |AX| � A |X| .

De plus, X est un vecteur propre associé à λ, donc |AX| = |λX| = (|λxk|)1�k�p = |λ| (|xk|)1�k�p = |λ| |X| = ρ (A) |X| .

Donc ρ (A) |X| � A |X| .

c) Z =

�
p�

j=1
ak,j |xj |

�

1�k�p

. X est un vecteur propre donc est non nul,

donc ∃j0 ∈ [[1, p]] , xj0 �= 0,donc ∃j0 ∈ [[1, p]] , |xj0 | > 0
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Or ∀k ∈ [[1, p]] ,
p�

j=1
ak,j |xj | =ak,j0 |xj0 |� �� �

>0

+

p	

j=1
j 	=j0

ak,j |xj |

� �� �
�0

car les coefficients de A sont strictement positifs.

Donc ∀k ∈ [[1, p]] ,
p�

j=1
ak,j |xj | > 0 et Z > 0 .

d) Notons Y =






y1
y2
...
yp





. Y �= 0 par hypothèse et Y � 0, donc ∃j0 ∈ [[1, p]] , yj0 > 0.

Avec la même démonstration qu’à la question précédente, en remplaçant xj par yj , on trouve de même que : AY > 0 .

Donc, en remplaçant Y par sa valeur, A (A |X| − ρ (A) |X|) > 0, donc AZ − ρ (A)Z > 0, donc ρ (A)Z < AZ .

e) Z ∈Mp (R), Z > 0 et ρ (A)Z < AZ donc, avec la question 10.c), ρ (A) < ρ (A) .

On aboutit donc à une contradiction en supposant Y �= 0, donc Y = 0 et A |X| = ρ (A) |X| .
Comme |X| �= 0, on a bien ρ (A) est une valeur propre de A et |X| est un vecteur propre associé .

12. a) |z1 + z2| = |z1|+ |z2| ⇔ |z1 + z2|2 = (|z1|+ |z2|)2 ⇔ (z1 + z2) (z1 + z2)� �� �
z1+z2

= |z1|2 + |z2|2 + 2 |z1z2|

donc |z1 + z2| = |z1|+ |z2| ⇔z1z1����
|z1|2

+ z2z1����
z1z2

+z1z2+ z2z2����
|z2|2

= |z1|2 + |z2|2 + 2 |z1z2| ⇔ 2Re (z1z2) = 2 |z1z2|

Or z1 = |z1| eiθ1 et z2 = |z2| e−iθ2 , avec (θ1, θ2) ∈ [0, 2π[2, donc z1z2 = |z1z2| ei(θ1−θ2).
Donc |z1 + z2| = |z1|+ |z2| ⇔����

car z1z2 	=0

cos (θ1 − θ2) = 1⇔ ∃k ∈ Z, θ1 − θ2 = 2kπ ⇔����
θ1−θ2∈]−2π,2π[

θ1 = θ2.

Conclusion : θ1 = θ2 .

b) On pose, pour p � 2, l’hypothèse de récurrenceHp :

”si z1, z2, . . . , zp sont p complexes tous non nuls tq

�����

p�

j=1
zj

�����
=

p�

j=1
|zj | , alors ∃θ ∈ [0, 2π[, ∀j ∈ [[1, p]] , zj = |zj | eiθ ”

H2 est vraie d’après la question a).
Soit p � 2. On suppose Hp vraie.

On considère p+ 1 complexes tous non nuls z1, z2, . . . , zp+1 vérifiant

�����

p+1�

j=1
zj

�����
=
p+1�

j=1
|zj | .

On a
p+1�

j=1
|zj | =

�����

p+1�

j=1
zj

�����
=

����������

p	

j=1

zj

� �� �
noté u

+zp+1

����������

�

������

p	

j=1

zj

������
� �� �

|u|

+ |zp+1| �
p�

j=1
|zj |+ |zp+1| �

p+1�

j=1
|zj | .

Il y a donc égalité partout, et en particulier,

�����

p�

j=1
zj

�����
=

p�

j=1
|zj | (∗) et |u+ zp+1| = |u|+ |zp+1| (∗∗) .

En utilisant Hp pour (∗) , on a ∃θ ∈ [0, 2π[, ∀j ∈ [[1, p]] , zj = |zj | eiθ .

Or u �= 0 car |u| =
p�

j=1
|zj | > 0 par hypothèse et zp+1 �= 0,

donc en exploitant a) pour (∗∗) , on a ∃α ∈ [0, 2π[, u = |u| eiα et zp+1 = |zp+1| eiα.
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Donc u = |u| eiα =

�����

p�

j=1

zj

�����
eiα =����

par (∗)

�
p�

j=1

|zj |
�

eiα =
p�

j=1

|zj | eiαet u =
p�

j=1

zj =
p�

j=1

|zj | eiθ.

Comme
p�

j=1
|zj | > 0, on a eiα = eiθ, avec α− θ ∈]− 2π, 2π[, donc α = θ.

Donc ∃θ ∈ [0, 2π[, ∀j ∈ [[1, p+ 1]] , zj = |zj | eiθ et Hp+1 est vraie.
Conclusion, on a montré par récurrence que

si z1, z2, . . . , zp sont p complexes tous non nuls vérifiant

�����

p�

j=1
zj

�����
=

p�

j=1
|zj | , alors ∃θ ∈ [0, 2π[, ∀j ∈ [[1, p]] , zj = |zj | eiθ .

13. A |X| > 0 par la question 11.c). Or d’après 11.e), A |X| = ρ (A) |X| , donc ρ (A) |X| > 0. Comme ρ (A) > 0 (d’après

11.a)), on a |X| > 0 .

De plus |AX| = |λX| = |λ| |X| = ρ (A) |X| = A |X| . Donc |AX| = A |X| .

Donc ∀k ∈ [[1, p]] ,

�����

p�

j=1
ak,jxj

�����
=

p�

j=1
ak,j |xj | , donc ∀k ∈ [[1, p]] ,

�����

p�

j=1
ak,jxj

�����
=

p�

j=1
|ak,jxj | car A > 0

Or pour k ∈ [[1, p]] , ∀j ∈ [[1, p]] , ak,jxj �= 0, donc avec la question précédente, pour k = 1,

∃θ ∈ [0, 2π[, ∀j ∈ [[1, p]] , a1,jxj = |a1,jxj | eiθ.
Comme ∀j ∈ [[1, p]] , a1,j > 0, on a ∃θ ∈ [0, 2π[, ∀j ∈ [[1, p]] , xj = |xj | eiθ.

Donc ∃θ ∈ [0, 2π[, X = eiθ |X| .

14. a) D’après la question 11., ρ (A) est une valeur propre de A de module maximal (∗) .
Or AX = A

�
eiθ |X|

�
= eiθ A |X| =����

question 11

eiθ ρ (A) |X| = ρ (A)X

et AX = λX puisque X vecteur propre de A associé à λ.

Donc λX = ρ (A)X, et comme X est un vecteur propre donc est non nul, on a λ = ρ (A) (∗∗) .
(∗) et (∗∗) donnent ρ (A) est l’unique valeur propre de A de module maximal .
b) Notons F le sous-espace propre de A associé à la valeur propre ρ (A) .

U ∈ F et V ∈ F par hypothèse, donc u1V − v1U ∈ F.
Si on suppose u1V −v1U �= 0, on a u1V −v1U vecteur propre de A associé à la valeur propre ρ (A) , donc |u1V − v1U | > 0.

D’où toutes les composantes de u1V −v1U sont non nulles. On a donc une contradiction, puisque la première composante
de u1V − v1U est clairement nulle;
Donc u1V − v1U = 0. Or, |U | > 0 et |V | > 0, donc u1 �= 0 et v1 �= 0, ce qui donne une contradiction avec U et V
linéairement indépendants.

Donc (U, V ) est liée.

En particulier, U étant un vecteur propre de A associé à la valeur propre ρ (A) ,

on a, pour tout vecteur propre V de A associé à la valeur propre ρ (A) , V ∈ V ect (U) .
Donc F ⊂ V ect (U) , et comme dimF � 1, on a F = V ect (U).

Le sous-espace propre de A associé à la valeur propre ρ (A) est donc de dimension 1 .

15. a) La linéariré de la transposition donne, pour λ ∈ C, t (A− λIp) = tA− λ tIp = tA− λIp.
[ λ est valeur propre de A] ⇔ [ A− λIp n’est pas inversible ] ⇔ [ t (A− λIp) n’est pas inversible ]

⇔ [ tA− λIp n’est pas inversible ]
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donc [ λ est valeur propre de A] ⇔[ λ est valeur propre de tA]

Donc A et tA ont les mêmes valeurs propres .

b) D’après la question 14.a), ρ (A) est valeur propre de A, donc ρ (A) est valeur propre de tA.

ρ (A) est une valeur propre réelle (strictement positive), donc on va considérer que Z est un vecteur propre à coefficients
réels pour continuer la question; (Remarque : ce vecteur Z n’a rien à voir avec celui de la question 11.)

Les valeurs propres de tA sont celles de A, donc ρ ( tA) = ρ (A) .
tA est une matrice deMp (R) , strictement positive, car A l’est, Z est vecteur propre de

tA associé à la valeur propre
ρ (A) = ρ ( tA) , on peut donc appliquer les résultats trouvés dans les questions précédentes à tA. D’où, d’après la
question 11., |Z| est aussi un vecteur propre de tA associé à la valeur propre ρ (A) , et |Z| > 0.

De plus le sous-espace propre de tA associé à ρ (A) est de dimension 1,(question 14.b)), donc ∃α ∈ R, Z = α |Z| .
On a α �= 0 car Z �= 0, et les composantes de |Z| sont toutes strictement positives,
donc les coordonnées de Z sont toutes strictement positives ou toutes strictement négatives .

c) On note U =






u1
u2
...
up





et Z =






z1
z2
...
zp





. On suppose par exemple que ∀k ∈ [[1, p]] , zk < 0.

U > 0, donc ∀k ∈ [[1, p]] , uk > 0.

→ tZ U =
p�

k=1

zkuk < 0, donc Y est bien défini. On note Y =






y1
y2
...
yp





.

→ ∀k ∈ [[1, p]] , yk = 1
tZ U zk > 0, donc Y > 0 .

→ tAY = 1
tZ U

tAZ = 1
tZ U ρ (A) Z, donc

tAY = ρ (A)Y .

→ tY U = 1
tZ U

tZ U = 1 .

16. a) M2 = (U tY ) (U tY ) = U tY U� �� �
réel

tY = tY U� �� �
=1

× U tY� �� �
=M

= M, donc M2 = M et M est la matrice d’un projecteur . On

note q ce projecteur.

Soit V ∈Mp,1 (R) . MV = 0⇔ (U tY )V = 0⇔ U
�
tY V

�
� �� �
réel

= 0⇔ (tY V )U = 0 ⇔����
car U 	=0

tY V = 0⇔ V ∈ (V ect (Y ))⊥ .

Donc ker q = (V ect (Y ))⊥ .

MU = U tY U� �� �
réel

= (tY U) U, donc U ∈ Im q, donc V ect (U) ⊂ Im q.

Or, d’après le théorème du rang, dim (Im q) = dim (Rp) − dim (ker q) = p − (p− 1) = 1, donc dim (V ect (U)) =
dim (Im q) .

D’où Im q = V ect (U) .

b) On pose pour n ∈ N∗, l’hypothèse de récurrence Hn : ”
�

1
ρ(A)A−M

�n
=

�
1

ρ(A)A
�n
−M ”.

Le rang 1 est clairement vrai.

Soit n ∈ N∗. On suppose Hn vraie.
�

1
ρ(A)A−M

�n+1
=

�
1

ρ(A)A−M
�n
×

�
1

ρ(A)A−M
�

=����
par Hn

��
1

ρ(A)A
�n
−M

�
×

�
1

ρ(A)A−M
�
.
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Donc
�

1
ρ(A)A−M

�n+1
= 1

ρ(A)n+1
An+1 − 1

ρ(A)MA− 1
ρ(A)nA

nM +M2.

Or MA = (U tY )A = U × t (tAY ) = U × t (ρ (A)Y ) = ρ (A)U tY = ρ (A)M,

AnM = An × (U tY ) = (AnU) tY = ρ (A)n U tY, (car U vecteur propre associé à ρ (A)), donc AnM = ρ (A)nM,

et M2 =M.

Donc
�

1
ρ(A)A−M

�n+1
= 1

ρ(A)n+1
An+1 −M −M +M = 1

ρ(A)n+1
An+1 −M et Hn+1 est vraie.

Par principe de récurrence, on a ∀n ∈ N∗,
�

1
ρ(A)A−M

�n
=

�
1

ρ(A)A
�n
−M .

17. a) Par définition, (A− ρ (A)M)W = µW, donc puisque µ �= 0, W = 1
µ (A− ρ (A)M)W.

Donc MW = 1
µ



 MA����
=ρ(A)M

−ρ (A) M2
����
=M



 = 0, donc MW = 0 .

Donc, puisque (A− ρ (A)M)W = µW, on a AW − ρ (A)MW = µW, donc AW = µW.

AW = µW et W �= 0 car W est un vecteur propre de (A− ρ (A)M) , donc µ est valeur propre de A ,

et par définition, |µ| � ρ (A) .
b) Supposons que |µ| = ρ (A) . Alors, d’après la question 14.a), µ = ρ (A) , puisque ρ (A) est l’unique valeur propre de
module maximal.

Et, d’après la question 14.b), le sous-espace propre de A associé à ρ (A) est de dimension 1. U étant un vecteur propre,
on a : ∃α ∈ R, W = αU.

Or MW = 0, donc αMU = 0. Comme d’après 16.a), MU = U, on a αU = 0, donc α = 0 puisque U non nul comme
vecteur propre.

Donc W = 0, et on a une contradiction avec le fait que W est un vecteur propre.

D’où |µ| < ρ (A) .
c) Pour toute valeur propre µ non nulle de A−ρ (A)M, on a |µ| < ρ (A) , et le résultat reste vrai si 0 est valeur propre.
Donc max

µ∈Sp(A−ρ(A)M)
|µ| < ρ (A) , donc ρ (A− ρ (A)M) < ρ (A) .

Or ρ
�

1
ρ(A)A−M

�
= ρ

 
1

ρ(A) (A− ρ (A)M)
!
= ρ(A−ρ(A)M)

ρ(A) < 1.

Donc, d’après le résultat admis en fin de partie II, on a lim
n→+∞

�
1

ρ(A)A−M
�n

= 0.

Et, en utilisant la question 16.b), lim
n→+∞

�
1

ρ(A)A
�n

=M .

Partie V.

18. a) V0 =
p�

k=1

skek, et comme (e1, e2, . . . , ep) est une base orthonormée, on a s1 = �V0, e1� = tV0e1.

On note V0 =






γ1
γ2
...
γp





et e1 =






β1
β2
...
βp





. On a alors : s1 =

p�

j=1
γjβj .

Or A > 0, donc ρ (A) est l’unique valeur propre de A de module maximal, et le sous-espace propre associé est de
dimension 1. (cf partie IV)
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Ici, on a donc ρ (A) = λ1 et Eλ1 (A) = V ect (e1) . De plus, toujours avec la partie IV, |e1| > 0 et |e1| est aussi vecteur
propre de A associé à λ1.

Donc ∃α ∈ R, e1 = α |e1| , et α �= 0, car e1 vecteur propre.

Donc s1 =
p�

j=1
γjα

��βj
�� = α����

	=0

p�

j=1
γj

��βj
�� . Or V0 > 0 et |e1| > 0, donc ∀j ∈ [[1, p]] , γj > 0 et βj > 0. Donc s1 �= 0 .

b) On sait que, pour tout n ∈ N, pour tout k ∈ [[1, p]] , ek est vecteur propre de A
n associé à λnk .

Donc ∀n ∈ N, Vn = AnV0 = An
p�

k=1

skek =
p�

k=1

skA
nek =

p�

k=1

skλ
n
kek.

(e1, e2, . . . , ep) est une base orthonormée,

donc pour n ∈ N, �Vn�2 =
p�

k=1

(skλ
n
k )
2 =

p�

k=1

s2k
�
λ2k

�n
= λ2n1

p�

k=1

s2k

�
λk
λ1

�2n
= λ2n1

�
s21 +

p�

k=2

s2k

�
λk
λ1

�2n�
.

Or pour tout k ∈ [[2, p]] ,
���λkλ1

��� < 1, donc pour tout k ∈ [[2, p]] , lim
n→+∞

���λkλ1

���
2n

= lim
n→+∞

���λkλ1

���
2(n+1)

= 0, donc :

lim
n→+∞

�Vn�2

λ2n1
= s21, puis �Vn�2 ∼

n→+∞
s21λ

2n
1 (car s1 �= 0)

Donc pour n ∈ N :
�Vn+1�2

�Vn�2
∼

n→+∞
s21λ

2n+2
1

s21λ
2n
1

∼
n→+∞

λ21

Donc lim
n→+∞

�Vn+1�
�Vn� = |λ1| . Comme λ1 = ρ (A) > 0, on en déduit : lim

n→+∞
�Vn+1�
�Vn� = λ1 .

c) Soit n ∈ N.
Vn
�Vn�

− s1
|s1|
e1 =



s1λ

n
1

�Vn�
− s1
|s1|

�
e1 +

p	

k=2

skλ
n
k

�Vn�
ek.

Donc """"
Vn
�Vn�

− s1
|s1|
e1

""""
2

=



s1λ

n
1

�Vn�
− s1
|s1|

�2
+

p	

k=2

s2kλ
2n
k

�Vn�2
.

Or pour k ∈ [[2, p]] ,
s2kλ

2n
k

�Vn�2 ∼
n→+∞

s2k
s21

�
λk
λ1

�2n
et

���λkλ1

��� < 1, donc pour k ∈ [[2, p]] , lim
n→+∞

s2kλ
2n
k

�Vn�2 = lim
n→+∞

s2k
s21

�
λk
λ1

�2n
= 0.

D’autre part lim
n→+∞

�Vn�2
λ2n1

= s21 donc, puisque λ1 > 0, lim
n→+∞

�Vn�
λn1

= |s1| , donc lim
n→+∞

s1λ
n
1

�Vn� = s1
|s1| . D’où :

lim
n→+∞

""""
Vn
�Vn�

− s1
|s1|
e1

""""
2

= 0

Donc lim
n→+∞

Vn
�Vn� = s1

|s1|e1 =

�
e1 si s1 > 0
−e1 si s1 < 0

.
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19. a) Procedure Puissance(A : matrice;n : integer;V0 : vecteur; var V : vecteur) ;

var k : integer;T : vecteur;

begin affecte(V0, V ) ;

for k := 1 to n do begin prodmatrice(A,V, T ) ;

affecte(T, V ) ;

end;

end;

b) e1 et −e1 étant des vecteurs propres, peu importe le signe de s1.
On choisira donc de prendre comme valeur approchée de λ1 le réel

�Vn+1�
�Vn� pour n suffisamment grand, et comme vecteur

propre associé Vn
�Vn� , toujours pour n suffisamment grand.

Procedure vectpropre(A;matrice;n : integer;V0 : vecteur; var V : vecteur ) ;

var k : integer; a : real;

begin Puissance(A,n, V0, V ) ;

a := norme (V ) ;

for k := 1 to p do V [k] := V [k] /a;

end;

Procedure valpropre(A;matrice;n : integer;V0 : vecteur) : real;

var V,W : vecteur; k : integer;

Begin for k := 1 to n do begin affecte(V0, V ) ;

prodmat(A,V0,W ) ;

affecte(W,V0) ;

end;

valpropre:= norme (V0) /norme (V ) ;

end;
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