Maths I. HEC 2011. Marie-Anne Hargé.

Partie 1.

1. Exemple 1.

w2 =37]

On en déduit que X? — 3X est un polynéme annulateur de J. Comme Sp (J) est inclus dans ’ensemble des racines de
X? —3X, on en déduit que les valeurs propres possibles de J sont 0 et 3.

1 1 1 1 1
OrJ| -1 | =0,J 1 | =311 ],et| =1 Jet| 1 | sontdeux vecteurs non nuls, donc 0 et 3 sont valeurs
0 1 1 0 1

propres de J.

Conclusion : |Sp (J) ={0,3} |

b)|A=4J -4l donc A-AX[=3J— (3 +AN)I=3(J—(1+2)N)1).

[\ est valeur propre de A] <[ A — Al non inversible | < [14 2 est valeur propre de J | < [2A+1=00u2A+1=3]
Donc | Sp(A) = {—4,1} et p(A) =1|

¢) Soit n € N*. On montre par récurrence que Vk € N* J¥ =3 1Jetona JO=1. (%)

1
A = (-1
o (J = 1)

1O -
= o Z (Z) (=1)""* J¥  [Newton car J et — I commutent ]
k=0

Donc, par Newton,

OnadoncVneN* A"=| 38, a, B,
ﬂn ﬂn Qnp
3
On en déduit que, vk € [1,3] 3 lax,; ()] = lan| +218,1 = [|5 (1 +2(=3)") + 2[5 (1 = (=3)")]]
J=

Or|(=4)"| <§carn>1 donc 14+2(-3)" 2 0et 1-(-3)" >0,
3
j:

Donc | N (A™) =1}

d) Or |f%| < 1,donc lim (f%)n =0,

n—-+oo



donc lim o, =1

= lim =1
n—-+o00 3 ﬁn 3

n—-+oo

Donc| lim A”:%J.DoncM:%J,et|rg(M):rg(J):l‘.

n—-+4oo

De plus, M? = §J? = $3J = M donc ‘ M est un projecteur de R3 |

. a) A est une matrice triangulaire, donc ses valeurs propres sont ses éléments diagonaux, donc| Sp(A)={1,1+14,1—1} ‘

A admet 3 valeurs propres distinctes et A € M3 (C), donc ‘ A est diagonalisable |.
I1+i =|1—1i| =+/2, donc N (A) =max (1,1 + |1 +i|,|1 —1|),
donc | N (A) =1++2et p(A) = V2|

b) Dans toute la suite, on notera, pour A valeur propre de A, E) (A) = ker (A — AI) le sous-espace propre associé a \.

1 0
OnposeCi=| 0 |etCo=[ 1 |.OnaAC; =C; avec C1 #0 et ACy = (14 1) Cy avec Cy # 0,
0 0

donc C est un vecteur propre associé a 1 et Cs est un vecteur propre associé a 1 + 1.
Or A admet 3 valeurs propres distinctes et A € M3 (C), donc les sous-espaces propres de A sont de dimension 1.
Donc Fy (A) = Vect (Cy) et By (A) = Vect (Cs).

Soit [ € M3, (C). A y — (1—i) y @{x:@”” . @{x:o_
. , z I+dy+z=(1—-1)y z = —2iy
0
Donc Ey_; = Vect (Cs) ou C3 = 1
—2i

Comme A est diagonalisable, on a M3 1 (C) = E1 (A)@E14; (A)®E1_; (A).C =(Cy,Cs, Cs) est obtenue en juxtaposant

une base de chacun des sous-espaces propres, d’0ﬂ| C =(C4,Ca,C3) est une base de M3 ; (C) formée de vecteurs propres de A |

10 0
¢) Soit n € N*. Notons P la matrice de passage de la base canonique de M3 ; (C) alabaseC.OnaP=| 0 1 1
0 0 —2

Le théoréme de changement de bases donne A = PDP~! ou D = diag (1,1 44,1 —1).

P est une matrice de passage, donc P est inversible. Par Gauss, on transforme simultanément P et I, en effectuant a
la premiére étape I'opération Lo < 2iLo + L3, et & la deuxiéme étape Lo «— %Lz et L3 «— *%Lg. Par ces opérations,

1 0 0
P est transformée en I et I est transformée en P~1. On obtient P~1 = 0 1 %
00 —=&

Enfin, on pose, pour k € N*, I'hypothése de récurrence Hy, : " A¥ = PDFpP~17,
On a déja vu que le rang 1 était vérifié.

Soit k € N*. On suppose Hj, vraie. Alors A¥*1 = A¥A = PDkP~'A = PDFP~'PDP~! = pPDkrIP-L
~ ~—
par Hp par Hy
Donc Hyy1 est vérifiée.
Donc, par récurrence, Yk € N*, A¥ = pPDFp—1,
10 0 1 0 0 10 0
DouVne N, An=| 0 1 1 0 (1+4)" 0 01 £
. AT 1
0 0 —2¢ 0 0 (1—14) 0 0 —5
1 0 0
Apres caleuls, on a|Vn € N, A= 0 (1+10)" £[(1 +(i)" —)7(1 —4)"]
0 0 1—d)"




De plus, pour n € N*, p(A") = max (1, |1 +4|",[1 —i[") = (vV2)" et [p(A)]" = (vV2)"
Conclusion : |Vn eN*, p(A™) = [p(A)]" ‘

d) Soit n € N*. N (A") = max (1, L+ o [+ 0)" = (=) [1 - z|> :
1+i:\/§(32é+2'32@> =/2e'T et 1 —i=+/2e 1.
Donc (1 +1)"—(1 —4)" = (\/i)n [¢7'F — 7] = (\/i)nx% sin (%) , donc N (A™) = max (1, (\/5) [1+ [sin (ZF)]], (\/i)n)

Donc | N (A™) = 2% [1+ [sin (2F)|] |

On en déduit que [N (A")]l/" =V2[1+ |sin (&) Hl/n =V2exp [11In(1+ |sin (Z2) )] -
On pose 7,, =In (14 [sin (&F)|). OnaVn e N*, 0<y, <In2.

lim 2 = 0 et (7,),cy est bornée, donc 111}_1 L1n (14 |sin (2%)]) = 0, donc | lim [N(A")]l/" = /2|, par

n—-+oo n— oo

continuité de I’exponentielle en 0.

On en déduit que| lim [N (A")]l/" =p(A)|

n—-+o0o

Partie II.

P
. AX = XX, donc, Yk € [1,p], > apjz; = Axy.
j=1

p P

Pour k = ko, on obtient alors : > ax, ;jz; = Azy,. Donc, par I'inégalité triangulaire, |A||zg,| < Y |aw, ;] |2;] -
j=1 =1

OrVje[1,p], |z;| < |xk,|, donc puisque les |a, ;| sont positifs, Vj € [1,p], |ak, ;| |7;] < |ar,,j] [Tk

p p
et en sommant, 3 lag, | |25 < | 32 lage1| |z
j=1 j=1

P
Done, [A[ |z, | < lZ |ako7j|] |1, | et comme [k, [ >0, | [A] <] 22 Iako,JI] < max. Z |ak,j| = N (A) |
: =

On a donc clairement 0 < max [\ < N (A), et | 0<p(A) <N (A |
AeSp(A)

a) On prouve par récurrence que Vn € N*,| A"X = \"X

Comme X est non nul (c’est un vecteur propre de A), on a bien | A" est une valeur propre de A™ |.

Pour toute valeur propre A de A, on a donc |\"| < p(A™), ou encore |A|" < p(A™). C’est encore vrai pour \ telle que
Al =p(4),

donc ‘ p(A)" < p(A™) ‘

b) On suppose de plus dans cette question que g # 0. On pose P (X) = X" —

Soit z € C. [zestracinede P| < [z" =p] < [Tie[0,n—1] z=a;]

Or les ;,0 < i < n— 1 sont deux a deux distincts, P est unitaire et deg (P) = n, donc on a trouvé toutes les racines
de P et elles sont simples.

Donc P (X) = nl:[l (X — o).
§=0

n—1

n—1
Donc P (A) = [[ (A—a;lp), c’est-a-dire | A" — ulp = [ (A—oylp) |
j=0




c) Supposons que Yj € [0,n — 1], a; ne soit pas valeur propre de A.
n—1

Alors Vj € [0,n — 1], A — oI, est inversible, donc [] (A — a;I,) est inversible, donc A™ — ul,, est inversible, et on
j=0

aboutit & une contradiction, puisque p est une valeur propre de A™.

Donc, | Jjo € [0,n — 1] ¢, est une valeur propre de A |

d) |ejo| < p (A) par définition. Or i = o, donc |aj,|" = |p|, donc |aj,| = [u|*™ = (p(A™)"/",
done (p(A")™ < p(A).

La fonction x — 2™ étant croissante sur R*, on en déduit p (4™) < (p(4))" . On déduit de 4.a) que ‘ p(A™) = (p(A))" |

Jo?

On a vu a la question 3. que pour toute matrice A de M), (R), on a0 < p(A) < N (A), donc en appliquant ce résultat
a A" on a :

< p(A") < N (A™). Comme z — /™ est croissante sur R+, on a 0 < (p (A"))"/™ < (N (A7)

donc |0 < p(A) < (N (Am)M/™

PP
. VneN* 0< N(A") = max Z lag,; (n)] < >0 > lak,; (n)
k=1j=1

1<k:<pJ

Or V(k,j) € [[1,p]]2, llrf lak,; (n)| = 0 puisque hrf A™ = 0, donc puisque le nombre de termes de la somme ne
n— 11— 00

dépend pas de n, lim Z Z la,; (n)] = 0.
n— +°Ok 1=

En utilisant le théoréme d’encadrement, on a donc lirf N(A") =0
n—-1+0oo

Or Vn € N*, 0< (p(A))" < N (A") par la question 4.d), donc & nouveau par le théoréme d’encadrement,
lim p(A)" =0.

n—-+o0o

Avec les résultats sur les suites géométriques, on en déduit que |p (A)| < 1. Comme p(A) > 0, on a donc|p(4) < 1|

a) On suppose dans cette question que p (4) < 1.

A est diagonalisable dans C, donc 3P € Gi,, (C), A= PDP~!, ou D = diag (M, A2, ..., \p).

Donc Vn € N*, A" = PD"P~!, et D" = diag (A}, A3, ... )\") .

Or, pour j € [1,p], Vn e N*, 0 < |)\]" < p(A)" et lim p(A)" =0 car 0 < p(A) < 1. Donc par encadrement,

n—-+oo
vi€lpl, lim [X]"=0.
——+00
On en déduit que 1ir}rl D™ = 0, et avec les propriétés de I’énoncé sur la limite d’un produit de matrices, 1ir}rl A" =0
n—-+0oo n—-+0oo
b) Avec les mémes notations qu’au a), on a A, = PAP™! ou A = ) =D = diag < VAETE p(A)Jrg, R p(2§+6> .
\ ENTIE i LA
. . i JjE
Les valeurs propres de A, sont les m,] € [1,p], donc p(A:) :jrerf[élliz{)]] p(AngE =T T A < 1 car e > 0.

Donc | p(Ae) < 1|

D’apres 6.a), on en déduit que 111}_1 (Ao)" =0, puis d’apres la question 5. que| lim N (A7) =
n—-+0o0

n—-+oo

Par définition de la limite, on a Yoo > 0, Ing € N*, Vn > ng, |N(A?)| < «

En prenant o = 1, on a bien ‘ Ing € N*, V¥n >=ng, N(AY) <1
c) Soit n € N*. Ona A= (p(A) +¢) A, donc A" = (p(A) + )" A7,




On pose alors, pour (k,7) € [1,p]°, A" = (ar; () 1<kep et A% = (by; () 1<hep-
1<j<p 1<j<p

On a pour (k,j) € [1,p]*, ar; (n) = (p(A) + )" by (n).

p P
Donc, pour k € [1,p], Y |ar,;j (n)| = (p(A) +&)" Y |bk,j (n)] car p(A) +¢ > 0, donc ‘ N (A™) = (p(A) +e)" N (AD) |
j=1 j=1

d) Avec 6.b) et 6.c), Ing € N*, Vn =ng, N(A") = (p(A)+e)" N (A%) < (p(A)+¢)" car N (A7) < 1
Donc Ing € N*, Vn = ng, (N (A”))l/" < (p(A) 4 €) car la fonction z — /™ est croissante sur R,

Comme, par la question 4.d), Vn € N*, (N (A"))l/n —p(A) >0, on en déduit :

Ing €N*, ¥n =ng, 0< (N(A)Y™ = p(A) el Donc Ing € N*, Vn = ng, |(N(A")Y" = p(A)| <e

Ceci étant vrai pour tout € > 0, la définition de la limite donne : | lim (N (A"))l/" =p(A)|

n—-—4oo

Partie III.
. On pose, pour n € N*, Phypotheése de récurrence : ‘H,, : "V (k,j) € [1,p]°, 0< bi,j (n) < akj(n)”.
‘H1 est vérifiée par hypothése;
Soit n € N*. On suppose H,, vraie.
p
Alors pour (k,j) € [1,p]°, b (n+1) =3 bi(n)b;.
=1

Or, pour (k,j) € [1,p)*, pour L € [1,p], 0 < by (n) < agy(n) (par Hp) et 0 < by; < ay; (par hypothese).
En multipliant membre & membre des inégalités positives,
onaV(k,j)E [[17p]]27VZ€ [[Lp]]7 Ogbk,l( )bl,] akl(n)al,jy

et, en sommant, ¥ (k, 7) € [1,p]*, 0 < by, (n+1) < Z agg (n)ar; = ap;(n+1), et Hy,qq est vraie.
=1

Par récurrence, on a bien |Vn € N*, V (k,j) € [1,p]*, 0< bi,j (n) < agj(n)|

p p p p
Soit n € N*. Pour k € [1,p], 3 [bey ()] = 3 by () < 3 aiy (n) = - law; ()]
Jj=1 j=1 Jj=1 =1
p
done ¥k € [1,p]. 3 by (m)] < max 3 lac, ()] < N (A"), done max 3 by ()] < N (47).
= kellp] = kelLp] j=

Donc |¥n € N*, N (B") < N (A")]

Toujours par la croissance sur R de @ — 21/, on a ¥n € N*, (N (B"))/™ < (N (47)"/™.

Comme 111_{1 (N (B"))l/n = p(B) et lirf (N (A"))l/n = p(A), on peut passer a la limite dans I'inégalité précédente
n—-1+0oo n—-—1+0oo

etonalp(B)<p(4)]

. On adonc N (A) = s, puisque les coefficients de A sont positifs.

1
1

De plus, en notant Z = . |,onaAZ =sZ et Z # 0, donc s valeur propre de A.
1

Donc s =|s] < p(A) < N(A)=s,donc|p(4)=s|

par 3.



9. On sait déja que p(A) < N (A).
P
Si o = 0, I'inégalité est claire. On suppose maintenant o > 0, et on pose, pour k € [1,p], o = > ag,j.
i=1
On a donc Vk € [1,p], o < op.

Posons alors B = (b,j),<}, <, avec pour (k,j) € [1, )%, br,j = o-ak,;- OnaV(k,j) € [1,p)%, 0< br; < agj.
Par la question 7., on en déduit que p (B) < p(4).

P
Or B est une matrice positive non nulle qui vérifie V& € [1,p], Z b = 7= Z i = o, donc par la question 8.,

p(B)=o.
Donc‘aép(A) <N(A)|.

10. a) Ax est une matrice diagonale dont les éléments diagonaux zj, 1 < k < p, sont strictement positifs, donc non nuls,

donc ‘ Ax est inversible |

ADX = (ak525) g yep o | DX ADX = (a2

ISP

1<k,j<p

b) A;(IAA x est une matrice positive et non nulle d’aprés I’expression de la question 10.a)

<p(AF'AAY) < max 3"

1<k<pj_ ‘ )ka .

et d’apres la question 9., min Z ‘a;w o
1<k<p ;=
j=

A et AL AAx sont semblables, donc ont méme valeurs propres donc p (A) = p (A;(IAA X) -

P
Comme A est une matrice positive et X > 0, on en déduit : | min i Z ak;v; < p(A) <max L > ay 7|

¢) Supposons qu’il existe § > 0 tel que 8X < AX.

P
Par définition, on a pour tout k € [1,p], Bz < Z ay,jxj, donc pour tout k € [1,p], 4 < x—lk > ag ;.
j=1

j=1
D’ou 3 3 d I} A
Ou < mln a/ v ‘x‘ OnC _-
1<k<p Tk jzl k.j<gs p( )

Partie IV.
11. a) A > 0 donc A est une matrice positive non nulle, et par la question 9., p(A) > o 711&12 Z A j.-
P j=
Comme VY (k, j) € [1,p]°, ai,; >0,ona o >0,donc|p(A)>0]|
P P
b) |AX| = Z Ak, ;T . et A|X| = Z A, j |J}j| .
=1 1<k<p =t 1<k<p
P
Or, Vk € [1,p] NED) < Z |az. ;] |:c]| Z ak,j ||, donc | |AX] < A|X]}
inégalité triangulaire =1 ay ]>0

De plus, X est un vecteur propre associé a A, donc |[AX| = [AX] = (|\vk]);< e, = A ([26])1<ne, = A X = p (4) | X].

Donc‘p )X < A|X|‘

P
c) Z= (Z ak,j |xj|> . X est un vecteur propre donc est non nul,
j=1 1<k<p

donc Jjp € [1,p], xj, # 0,donc Fjo € [1,p], |zj,| >0



12.

» p
Or Vi € [L,p], 3 anjlzj| =akj, |z5,] + Z ag,j |z | car les coefficients de A sont strictement positifs.
j=1 SN—_—— =1

>0 J#ido

=0

p
Donc Vk € [1,p], > ak,jlz;| >0 et .

j=1
Y1
Y2
d) Notons YV = . .Y # 0 par hypothese et Y > 0, donc Jjo € [1,p], y;, > 0.

Yp
Avec la méme démonstration qu’a la question précédente, en remplagant x; par y;, on trouve de méme que : .
Donc, en remplagant Y par sa valeur, A (A|X| —p(A)|X]|) >0, donc AZ —p(A)Z >0, donc|p(A)Z < AZ|

e) ZeM,(R), Z>0et p(A) Z < AZ donc, avec la question 10.c), p (4) < p(4).
On aboutit donc & une contradiction en supposant Y # 0, donc Y =0et A |X| = p(4) | X].

Comme |X| # 0, on a bien | p (A) est une valeur propre de A et | X| est un vecteur propre associé ‘

a) |21 + 22| = 21| + |22] & |21 + 2] = (|21] + |22])° & (21 + 22) (21 + 22)= |21]? + |20] + 2| 2129
——
t:
donc |21 + zo| = |z1| + |22| ©2171 + 2271 2122+ 2222= |z1|2 + |z2|2 +2|z122] © 2Re (2122) = 2|21 22
~ ~

|1]> sz | 22|

Or 21 = |21] € et Z3 = |2p] €702, avec (01,05) € [0,2n[2, donc 2,73 = |2 20| €(01702),

Donc |21 + 22| = |z1| + |22] & cos(01—03) =13k e€Z, 0 —0s =2kn & 01 = 0,.
car z1227#0 01—03€]—2m 27|
Conclusion : |01 = 0 |.

b) On pose, pour p > 2, 'hypothése de récurrenceH,, :

P P .
"si 21, 22, ..., 2, sont p complexes tous non nuls tq | Y z;| = D |2], alors 30 € [0,2n[, Vi € [1,p], z; = |z;] e 7
j=1 i=1
Hs est vraie d’aprés la question a).
Soit p > 2. On suppose H,, vraie.
. . p+1 p+1
On considére p + 1 complexes tous non nuls z1, 22, . .., 2p41 vérifiant Zl zj| = Zl |z5] .
Jj= Jj=

p+1 p+1 p p p pt1
Ona Y |zl = |2 2| = D2z +2p| <D 2| +lzpral < X 1zl + lzpm| < 3 121
Jj=1 j=1 j=1 j=1 Jj=1 j=1
noté u |u
P p
Il y a donc égalité partout, et en particulier, | > z;| = > |z;] (%) et |u + zpy1]| = |u| + |zp1] (x%).
j=1 j=1

En utilisant H, pour (x), on a 30 € [0,2x, Vj € [1,p], z; = |zj|e? .
P
Or w # 0 car |u] = ) |z;| > 0 par hypothese et 2,11 # 0,
j=1

donc en exploitant a) pour (x), on a Ja € [0,27[, u = |u| € et zp11 = |zp41]| €7



Donc u = |u| e =

p

par (x) V7

eia

p
EZ
i=1

, p A P p A
|zJ|> e =3 |zletetu= 3] z; = 3 |z et®.
1 j=1 j=1 j=1

P , A
Comme > |z;| > 0, on a e'® = €%, avec a — 0 €] — 2, 27|, donc o = 6.

i=1

Donc 30 € [0,2n[, Vj € [1,p+ 1], 2; = |zj|e? et Hpt1 est vraie.

Conclusion, on a montré par récurrence que

si 21, 22,...,2p sont p complexes tous non nuls vérifiant

p
2 %
j=1

P ,
= Y ||, alors 30 € [0,27[, Vj € [1,p], 2z; = |2 €?|
j=1

13. A|X| > 0 par la question 11.c). Or d’apres 11.e), A|X| = p(A4)|X], donc p(A4)|X| > 0. Comme p(A) > 0 (d’apres
11.a)),on a||X| > 0|

De plus |[AX| = |AX| = |\ |X|=p(A)|X]| = A|X]|. Donc| |AX]| = A|X]|

Donc Vk € [1,p] ,

p
> kT
j=1

p
= > ak;|x;|, donc Vk € [1,p],
j=1

p
> kT
j=1

P
= > |ag x| car A>0
j=1

Or pour k € [1,p], Vj € [1,p],ar x; # 0, donc avec la question précédente, pour k = 1,

30 € [O,QW[, Vj e [[1,])]], ay,;T; = |a17jxj| et

Comme Vj € [1,p], a1 >0, 0ona 30 € [0,27[, Vj € [1,p], z; = |x;| .

Donc

30 € [0,2n], X = |X]||.

14. a) D’apres la question 11., p (A) est une valeur propre de A de module maximal (x) .
Or AX = Al |X]|] =€ A|X] = ep(A)|X|=p(A)X

question 11

et AX = A\X puisque X vecteur propre de A associé a .

Donc AX = p(A) X, et comme X est un vecteur propre donc est non nul, on a A = p(A) (xx*).

(*) et (xx) donnent

p (A) est I'unique valeur propre de A de module maximal ‘

b) Notons F' le sous-espace propre de A associé a la valeur propre p (A).
U e F et V € F par hypothese, donc u1V — v, U € F.

Si on suppose w1 V—v1U # 0, on a u1 V —v1 U vecteur propre de A associé a la valeur propre p (A) , donc |u1V — v1U| > 0.

D’oul toutes les composantes de w1V —v1U sont non nulles. On a donc une contradiction, puisque la premiére composante
de w1V — 01U est clairement nulle;

Donc w1V —v1U = 0. Or, [U| > 0 et |V] > 0, donc u; # 0 et v1 # 0, ce qui donne une contradiction avec U et V
linéairement indépendants.

Donc (U, V) est liée.

En particulier, U étant un vecteur propre de A associé a la valeur propre p (A),

on a, pour tout vecteur propre V de A associé a la valeur propre p(A4), V € Vect (U).
Donc F C Vect (U), et comme dimF' > 1, on a F' = Vect (U).

‘ Le sous-espace propre de A associé a la valeur propre p (A) est donc de dimension 1 ‘

15. a) La linéariré de la transposition donne, pour A € C, ' (A — A\[,) = A — \'I, = 'A — \I,,.
[ A est valeur propre de A] < [ A — A, n’est pas inversible | < [ (A — A\I,) n’est pas inversible ]

& ['A — M, nest pas inversible |
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donc [ A est valeur propre de A] <[ \ est valeur propre de 'A]

Don4 A et 'A ont les mémes valeurs propres |

b) D’aprés la question 14.a), p (A) est valeur propre de A, donc p (A) est valeur propre de ‘A.

p (A) est une valeur propre réelle (strictement positive), donc on va considérer que Z est un vecteur propre a coefficients
réels pour continuer la question; (Remarque : ce vecteur Z n’a rien a voir avec celui de la question 11.)

Les valeurs propres de ‘A sont celles de A, donc p (*A) = p(A).

LA est une matrice de M, (R), strictement positive, car A l'est, Z est vecteur propre de 'A associé a la valeur propre
p(A) = p(tA), on peut donc appliquer les résultats trouvés dans les questions précédentes a 'A. D’ou, d’apres la
question 11., |Z| est aussi un vecteur propre de *A associé a la valeur propre p (A), et |Z| > 0.

De plus le sous-espace propre de ‘A associé & p (A) est de dimension 1,(question 14.b)), donc Ja € R, Z = «a|Z].

On a a#0 car Z # 0, et les composantes de |Z| sont toutes strictement positives,

donc ‘ les coordonnées de Z sont toutes strictement positives ou toutes strictement négatives |

U Z1
u9 Z9

¢) On note U = . et Z = . . On suppose par exemple que Vk € [1,p], zi <0.
Up p

U > 0, donc Vk € [1,p] , ur, > 0.

Y1
L . ) Y2
— 'ZU = )" zpuy <0, donc Y _est bien défini. On note Y =
k=1 :
Yp

— Vke[Lp], y = %zk > 0, donc _

— TAY = Fp'AZ = Fpp(4A) Z, donc|tAY:p(A)Y‘.

- |YU=rp'2U=1|

a) M2 =UY)(UY)=U YU 'Y ='YU x U'Y= M, donc M? = M et ‘ M est la matrice d’un projecteur | On

note q ce projecteur.

Soit V€ My 1 (R). MV =06 (UY)V =0&U ('Y V)=0e (YV)U=0 < YV=0&VeVet()".
car U#0

réel

Donc | kerq = (Vect (Y))* |

MU =U '"YU= (*YU) U, donc U € Img, donc Vect (U) C Img.

réel
Or, d’apres le théoréme du rang, dim(Imgq) = dim (RP) — dim (kerq) = p — (p—1) = 1, donc dim (Vect (U)) =
dim (Img) .

D’ou ‘ Imq = Vect (U) ‘

b) On pose pour n € N*, ’hypothése de récurrence H,, : ” (ﬁA — M) = (ﬁA) -M 7.
Le rang 1 est clairement vrai.

Soit n € N*. On suppose H,, vraie.

(=)™ = (A=) (A=) < ()" =) x (- ).
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18.

1 o +1 1 1 . 2
DOIlC (mA*M) —WA” 7@MA*WA7M+M .

Or MA=UY)A=Ux'tAY)=Ux ' (p(A)Y)=p(A)U'Y =p(A) M,
A"M = A" x (U'Y) = (A"U) 'Y = p(A)" U 'Y, (car U vecteur propre associé a p(A)), donc A"M = p(A)" M,
et M? = M.

n+1
Donc (ﬁA — M) = WITLHA”H —M-M+M= W%HA"H — M et H, 41 est vraie.
o ) . 1 n (1 n
Par principe de récurrence, on a | Vn € N*, (WA - M) = <p(A) A) — M|
a) Par définition, (A — p (A) M) W = pW, donc puisque p # 0, W = i (A—p(AM)W.

1 _ 2| = —
Donc MW =+ | MA —p(A) M | =0, donc MW =0]

=p(A)M =M
Donc, puisque (A — p (A) M)W = pW, on a AW — p(A) MW = uW, donc AW = pW.
AW = puW et W # 0 car W est un vecteur propre de (A — p(A) M), donc ‘ 1 est valeur propre de A |,

et par définition, | |u| < p(4) |
b) Supposons que |u| = p(A). Alors, d’apres la question 14.a), u = p(A), puisque p (A) est 'unique valeur propre de
module maximal.

Et, d’apres la question 14.b), le sous-espace propre de A associé a p (A) est de dimension 1. U étant un vecteur propre,
ona: da€eR, W=al.

Or MW =0, donc aMU = 0. Comme d’aprés 16.a), MU = U, on a aU = 0, donc o = 0 puisque U non nul comme
vecteur propre.

Donc W =0, et on a une contradiction avec le fait que W est un vecteur propre.

Drou|[u| <p(A)}

¢) Pour toute valeur propre p non nulle de A — p (A) M, on a |u| < p(A), et le résultat reste vrai si 0 est valeur propre.

Donc |u|<p(A),d0nc|p(A—p(A)M)<p(A)‘.

max
HESP(A—p(A)M)

S — |1l (A— — p(A=p(A)M)
Orp(p(A)A M>fp{p(A)(A p(A)M)}— o) < 1.

n
Donc, d’apres le résultat admis en fin de partie II, on a lim (ﬁA - M) =0.

n—-—4oo

Et, en utilisant la question 16.b),| lim (ﬁA) " wm|

n—-+oo

Partie V.
a) Vp = ki Skek, et comme (eq, e, ..., ep) est une base orthonormée, on a s1 = (Vo, e1) = "Vyer.
=1
V1 By
On note V) = ’Y:Q et e; = ﬁ:Z .On aalors: s1 = Ji 7,85
Vp 611

Or A > 0, donc p(A) est 'unique valeur propre de A de module maximal, et le sous-espace propre associé est de
dimension 1. (cf partie IV)
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Ici, on a donc p(A) = Ay et Ey, (A) = Vect (e1) . De plus, toujours avec la partie IV, |e1]| > 0 et |e;| est aussi vecteur
propre de A associé a Aj.

Donc Ja € R, e; = aley|, et a # 0, car ey vecteur propre.
Donc s; = iyja}ﬂj} Z% }ﬂ |. Or Vo >0 et |eg| >0, donc Vj € [1,p] v; > 0et 8; >0. Donc
j=1

;éo
b) On sait que, pour tout n € N, pour tout k € [1,p], ey est vecteur propre de A™ associé & Ay.

P P P
DoncVn e N, V,, = A"V = A" > spep = Y spAep = > SpAjek.

k=1 k=1 k=1
(e1,€2,...,ep) est une base orthonormée,
p p p 2n p 2n
donc pour n € N, HVnH2 => (sk;/\Z)2 = > st (/\i)n = )\%" st (%) = /\:{" {s% + > s (%) ] )
k=1 k=1 k=1 =2
\ . NED . L, 204D
Or pour tout k € [2,p], )X&‘ <1, donc pour tout k € [2,p], lim |§&| = lim |[g* =0, donc :
1 n—+oo | M n—-+oo | M1
1- ||V H2 _ V 2)\2% O
o 22 = 57, puis || I oo ST (car s1 # 0)
Donc pour n € N :
Vol sIX™2 s
[Val> nmoe s3AT" n—boo ™
Donc lim ”V"* = |A1] . Comme A\ = p(A) >0, on en déduit : | lim Wordll — ), |
n—-+oo H n n—-4oo HV"H
¢) Soit n € N.
Vi s s1A! s YL sk A
Vo s (L _1)61+ZM%_
Vol sl Vol sl = [[Val
Donc
H 2 B (Sl)\? i)Z p S%Ain
R R TRy R AT
Or pour k € [2,p] LIETS le(Aﬁl)znet)ﬂl‘<l donc pour k € [2,p], lim SN iy iz‘~(A&)2n—0
p 7p 9 HVnH2 n——too s% A1 A1 9 p 7p n=4oo HV ”2 _7L—>+oo s% A1 == U.
) . Vn 2 . _ 81)\
D’autre part HEI_POO ﬂ—“—)\%n = 5% donc, puisque \; > 0, ll»I-&l:loo Ve |s1|, donc El—il:loo _LHVnH \51| D’ou :
S1 2
— €1 =0
P H Vol sl

Donc| lim - = Sle = e 8l 51> 0
n——+oo IVall \81\ —e1 8181 <0
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19. a) Procedure Puissance(A : matrice;n : integer; Vp : vecteur;var V : vecteur);

var k : integer; T : vecteur;

begin affecte(Vp, V) ;

for k:=1 to n do begin prodmatrice(A, V,T);
affecte(T,V);
end;
end;
b) e; et —ey étant des vecteurs propres, peu importe le signe de s.

. . . p Vi
On choisira donc de prendre comme valeur approchée de \; le réel I HVW I pour n suffisamment grand, et comme vecteur

propre associéH—“;ﬂﬂ, toujours pour n suffisamment grand.
n

Procedure vectpropre(A; matrice; n : integer; Vy : vecteur;var V : vecteur );
var k : integer; a : real;
begin Puissance(A,n, Vy,V);
a :=norme (V);
for k:=1to pdo V[k] :=V[k]/a;

end;

Procedure valpropre(A; matrice; n : integer; V; : vecteur) : real;
var V, W : vecteur; k : integer;
Begin for k :=1 to n do begin affecte(V, V);
prodmat(A, Vp, W) ;
affecte(W, Vp) ;
end;
valpropre:= norme (Vp) /norme (V) ;

end;
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